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Zahlentheorie

Zusammenfassung

Gegenstand dieser Vorlesung ist die Ringtheorie, mit einem Schwerpunkt auf Anwendungen in der
Zahlentheorie. Wir beginnen mit der Definition der Ringe, der Ringhomomorphismen, der Teil- und Er-
weiterungsringe, samt ihrer Beschreibung durch Erzeugendensysteme. Um geniigend Beispielmaterial
fiir die weiteren Kapitel zur Verfiigung zu haben, behandeln wir anschliel3end die Konstruktion von Rin-
gerweiterungen, aus der die Quotientenkorper und die Polynomringe hervorgehen. Weitere wichtige
Beispiele fiir Ringe liefert uns das Kapitel {iber Ideale und Faktorringe.

Ein Teil der Vorlesung widmet sich der Klassifizierung der Ringe, wozu wir (in aufsteigender Allgemein-
heit) die euklidischen Ringe, die Hauptidealringe und die faktoriellen Ringe betrachten. Eine besonders
wichtige Eigenschaft dieser Ringe ist dabe die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Diese spielt auch
bei der Faktorisierung von Polynomen eine zentrale Rolle. Als zahlentheoretische Anwendungen be-
handeln wir verschiedene Aspekte der Kongruenzrechnung, zum Beispiel den Chinesischen Restsatz,
die Struktur der primen Restklassengruppen und das Quadratische Reziprozititsgesetz.
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§ 1. Die Kategorie der Ringe

Zusammenfassung. Ein Ring ist eine algebraische Struktur, in der die arithmetischen Operationen Additi-
on, Subtraktion und Multiplikation zur Verfiigung stehen, im Allgemeinen aber keine Division. Eine prézise
Definition der Ringe basiert auf den Begriffen der Gruppe und des Monoids, die wir aus der Algebravorlesung
kennen. Ein wichtiges Standardbeispiel ist der Ring Z der ganzen Zahlen, ebenso die Zahlbreiche @, R und
C. Ein etwas ungewohnteres Beispiel ist Z x Z mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation.

Wichtige spezielle Elementen in Ringen sind Einheiten und Nullteiler. Die Einheiten eines Rings sind die Ele-
mente, die in R beziiglich der Multiplikation invertierbar sind, in Z zum Beispiel die Elemente £1. Nullteiler
kommen abgesehen von 0 selbst in den gewohnten Zahlbereichen (s.0.) nicht vor, in ,exotischeren“ Ringen
wie Z x Z. aber schon. Die Charakteristik eines Rings beschreibt das Phdnomen, dass in einem allgemeinen
Ring R durchaus 13 + ...+ 1; = Oy gelten kann, das man aber in den gewohnten Zahlbereichen ebenfalls nicht
antrifft.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze

— Ringe und Ringhomomorphismen — Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomor-
hismus Z — R.

— Einheiten und Nullteiler P

— Nullringe, Integritatsbereiche, Korper

— Charakteristik eines Rings

Definition 1.1 Ein Ring ist ein Tripel (R, +, ) bestehend aus einer Menge R und zwei Verk-
niipfungen + : RxR — R und - : R x R — R, genannt Addition und Multiplikation, so dass die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Das Paar (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Das Paar (R, ) ist ein kommutatives Monoid.

(iii) Es gilt das Distributivgesetz a(b + c) = ab + ac fiir alle a, b,c €R.

Das Neutralelement der Gruppe (R, +) bezeichnet man mit Oz und nennt es das Nullelement des Rings. Ista € R, dann
schreibt man —a fiir das Inverse von a in der Gruppe (R, +) und nennt es das Negative von a. Das Neutralelement
von (R, -) wird Einselement von R genannt und mit 1 bezeichnet. An Stelle von a + (—b) schreiben wir auch kiirzer
a— b. Die Rechenregeln fiir Inverse aus der Algebra-Vorlesung sind natiirlich auch in der Gruppe (R, +) giiltig, es gilt
also —(a + b) = (—a) + (—b) und —(—a) = a fiir alle a, b € R. Dariiber hinaus gilt auch

Ogp-a=0; , (—a)b=a(—b)=—(ab) und (—a)(—b)=ab fiiralle a,beR.

Ahnliche Rechenregeln wurden in der Linearen Algebra fiir die Elemente eines Vektorraums bewiesen. Die erste
Gleichung erhélt man, indem man in der Gleichung Og-a = (0g +0g)-a = Og -a+0g - a auf beiden Seiten das Element




—(Og - @) addiert. Die Gleichung (—a)b + ab = ((—a) + a)b = Og - b = O zeigt, dass (—a)b das additive Inverse von
ab ist, also (—a)b = —(ab) gilt, und genauso zeigt man a(—b) = —(ab). Die letzte Gleichung kann schlieRlich durch
(—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—ab) = ab auf die bereits bekannten Regeln zuriickgefiihrt werden.

Die Zahlbereiche Z, Q, R und C bilden mit ihrer herkdémmlichen Addition und Multiplikation jeweils Ringe. Als
weitere wichtige Beispiele von Ringen werden wir spater noch die Polynomringe R[x] und die Restklassenringe
7Z./n’Z kennnenlernen. Dagegen ist der Zahlbereich IN, mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation kein Ring,
weil (INy, +) keine Gruppe ist. Beispielsweise besitzt das Element 1 in (IN,,+) kein Inverses. Ein solches Inverses
a € IN; von 1 miisste namlich die Gleichung a + 1 = 0 erfiillen, aber durch Addition von —1 auf beiden Seiten erhalt
man a = —1, im Widerspruch zu a € N,

Man beachte, dass Null- und Einselement eines Rings R auch zusammenfallen kénnen, also 0y = 1 gelten kann.
Allerdings kann dies nur passieren, wenn der gesamte Ring nur aus einem einzigen Element besteht, also R = {0z} =
{1z} gilt. Ist ndmlich R ein Ring mit Oz = 1; und a € R beliebig, dann erhélt man a = a - 13 = a - Oy = Og. Ringe mit
nur einem Element bezeichnet man als Nullringe.

Wie in der Kategorie der Gruppen lassen sich aus gegebenen Ringen neue Ringe konstruieren. Sind (R, +5, -g) und
(S, +g,s) zwei vorgegebene Ringe, und definiert man auf dem kartesischen Produkt R x S eine Addition und eine
Multiplikation durch

(r1,51) + (ry,85) = (1] +g 72,51 +553) und (r1,81) - (ra,85) = (11 R 2,81 °s52)

so ist (R x S,+,-) ein Ring. Denn wie in der Algebra-Vorlesung gezeigt wurde, ist (R x S,+) als dulBeres direktes
Produkt der abelschen Gruppen (R, +) und (S, +) selbst eine abelsche Gruppe, und wie dort zeigt man, dass (Rx S, -)
ein abelsches Monoid ist. Auch das Distributivgesetz kann auf die Distributivgesetze in (R, +g,z) und (S, +s, s)
zuriickgefiihrt werden, denn fiir beliebig vorgegebene Elemente (ry,s;), (r,52), (r3,53) €R x S gilt

(r1,81) - ((r2,82) +(r3,83)) = (r1,81) - (ra+rr3,85+ss3) = (11 r(ra+r73),81 5 (52 +553))
= (ryrro+rT1RT3:S1 552 ts81°553) = (11 'rT2,51°552) + (1 R 73,81 "5 S3)

= (r1,51) (r9,82) +(1rq,81) - (13,83).

Man bezeichnet R x S als direktes Produkt der Ringe R und S.

Definition 1.2 Seien (R, +g,g) und (S, +g,s) Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — S heilt Ring-
homomorphismus von (R, +z,g) nach (S,+s,s), wenn die Gleichung ¢(1z) = 15 gilt und
auflerdem

pla+pb) = ¢(@)+5¢(b) und  Parb) = ¢(a)5¢(b)

fir alle a, b € R erfillt ist.

Sind beispielsweise R und S Ringe, und betrachten wir den oben konstruierten Ring R x S, dann sind die Abbildungen
m; :RxS >R, (r,s)—» rund 7, : RxS — S, (r,5) — s beides Ringhomomorphismen. Dies rechnet man durch
Einsetzen unmittelbar nach.




Man beachte, dass die Bedingung ¢ (1) = 1, fiir Ringhomomorphismen im Allgemeinen nicht redundant ist, sie
ergibt sich also nicht automatisch aus den beiden anderen Eigenschaften der Abbildung ¢ . Beispielsweise erfiillt der
Homomorphismus

¢:2—->7x7Z , a—(a0)

die beiden Bedingungen ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) und ¢(ab) = ¢p(a)¢(b) fiir alle a,b € Z. Es gilt aber nicht
¢(1) = 14,4, denn das Einselement von Z x Z ist (1, 1) und nicht (1, 0).

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S ein Gruppenhomomorphismus
(R, +g) — (S, +5) und ein Monoid-Homomorphismus (R, z) — (S,-g) ist. Also gelten alle Rechenregeln, die wir in
der Algebra fiir solche Homomorphismen bewiesen haben, insbesondere ¢(0;z) = 05 und ¢(—a) = —¢(a) fiir alle
a €R.

Die Begriffe Mono-, Epi-, Iso-, Endo- und Automorphismus von Ringen sind wie in der Kategorie der Gruppen defi-
niert. (Ein Monomorphismus von Ringen ist also ein injektiver Ringhomomorphismus usw.) Wie dort zeigt man auch
hier, dass die Komposition zweier Ringhomomorphismen ein Ringhomomorphismus und die Umkehrabbildung eines
Isomorphismus von Ringen wiederum ein Isomorphismus ist.

In der Gruppentheorie wurde fiir jedes n € IN, die n-te Potenz eines Monoidelements g definiert. Diese wurde in
additiver Schreibweise mit n - g und in multiplikativer Schreibweise g" bezeichnet. Bei invertierbaren Elementen
wurde die Definition sogar auf alle n € Z ausgedehnt. Wir behalten diese Notation fiir die Gruppe (R, +) und das
Monoid (R, -) bei, falls (R, +,-) einen Ring bezeichnet. Fiir jedes n € IN und jedes a € R gilt also

na = a+..+a und a® = a-..-a.
n-mal n-mal

AuRerdem gilt 0 - a = O, a® = 1; sowie (—n)-a =—n-a und a™ = (a")* fiir alle n € IN.

Der folgende Satz zeigt, dass der Ring Z der ganzen Zahlen in der Ringtheorie eine besondere Rolle spielt.

Satz 1.3 Fiir jeden Ring R existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus Z — R von
Ringen.

Beweis: Zum Nachweis der Existenz definieren wir ¢(n) = n - 1 fiir alle n € Z. Zu tiberpriifen ist, dass es sich um
einen Ringhomomorphismus handelt. Zunéchst gilt ¢ (1) = 1- 1z = 1z. Auf Grund der Potenzgesetze in (R, +) gilt
auBerdem ¢p(m+n)=(m+n)-1lz =m-1z+n- 1z = ¢p(m) + ¢(n) fiir alle m,n € Z; somit ist ¢ jedenfalls ein
Gruppenhomomorphismus von (Z, +) nach (R, +). Als nachstes beweisen wir die Gleichung ¢ (mn) = ¢(m)¢ (n) fiir
alle m € Z und n € N, durch vollstdndige Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist die Gleichung wegen

¢p(m-0) = ¢(0) = 0-1z = 0 = (m-1):-(0-1x) = ¢(m)¢(0)
erfiillt. Setzen wir die Gleichnung nun fiir n voraus, dann erhalten wir

¢(mn+1) = ¢(mn+m) = o¢mn)+¢(m) = ¢mp(M)+¢(m)-1x =
p(m)p(n)+¢(m)p(1) = ¢mM)(¢(M)+¢(1)) = P(m)¢p(n+1).




Schlielflich gilt noch ¢ (m(—n)) = ¢p(—mn) = —¢(mn) = —p(m)p(n) = ¢p(m)(—¢(n)) = ¢ (m)¢p(—n) fir alle m € Z
und n € NN, so dass die Gleichung ¢(mn) = ¢(m)¢(n) damit fir alle m,n € Z bewiesen ist. Ingesamt ist somit
gezeigt, dass es sich bei ¢ um einen Ringhomomorphismus handelt.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei ein weiterer Ringhomomorphismus 1 : Z — R vorgegeben. Dann gilt ¢ (1) =
1z = ¢(1). Weil ¢ und v insbesondere Gruppenhomorphismen von (Z,+) nach (R, +) sind, gilt fiir alle n € Z
auBerdem jeweils ¢(n) = ¢p(n-1) =n-¢(1) =n-1z3 = n-P(1) = Y(n-1) = Y(n). Damit ist die Eindeutigkeit
nachgewiesen. m|

Definition 1.4 SeiR ein Ring.

(i) Ein Element a € R heilt Einheit, wenn ein b € R mit ab = 1, existiert.
Die Menge der Einheiten von R bezeichnen wir mit R*.

(i) Man nennt es Nullteiler, wenn ein Element b € R, b # O mit ab = Oy existiert.

Die Einheiten sind genau die invertierbaren Elemente im Monoid (R, -). Das multiplikative Inverse eines Elements
a € R* wird auch der Kehrwert von a genannt und mit a~* bezeichnet. Auch hier gelten die bekannten Rechenregeln
fiir Inverse, also (ab)™! =bla ! =a'b~! und (a~!)~! = a fiir alle a, b € R*. Aus der Gruppentheorie ist bekannt,
dass die invertierbaren Elemente in einem Monoid eine Gruppe bilden. Damit ist auch R* eine Gruppe, die sog.
Einheitengruppe.

Definition 1.5 Ein Ring R mit Oy als einzigem Nullteiler hei3t Integritétsbereich. Gilt R* =
R\ {0z}, dann ist R ein Korper.

Die Zahlbereiche @, R und C sind Kérper, denn jedes Element ungleich Null in diesen Bereichen besitzt ein multi-
plikatives Inverses. Im Ring Z die Elemente +1 die einzigen beiden Einheiten. Es gibt also aufler der Null weitere
Nicht-Einheiten, und damit ist Z kein Korper. Man iiberpriift aber leicht, dass Z ein Integritédtsbereich ist. Denn das
Element O ist ein Nullteiler, denn es gilt 1 # 0 und 0 - 1 = 0. Andererseits ist 0 der einzige Nullteiler. Sind nadmlich
a,b # 0, dann ist auch das Produkt ab ungleich Null. Wire ab = 0, dann wiirden wir durch b=a'ab=a"10=0
einen Widerspruch zur Voraussetzung erhalten. Mit demselben Argument kann gezeigt werden, dass jeder Teilring
(s.u.) eines Korpers ein Integritédtsbereich ist.

Im Ring Z x Z gibt es vier Einheiten, die Elemente (+1,=+1). Es ist aber kein Integrititsbereich, denn das Element
(1,0) ist wegen (1,0)(0,1) = (0,0) und (0,1) # (0,0) ein Nullteiler des Rings. Nullringe der Form R = {0z} sind
generell keine Integritdtsbereiche, weil das Nullelement Oy nach Definition kein Nullteiler ist.

Lemma 1.6

(i) Ein Element a in einem Ring R kann nicht zugleich Nullteiler und Einheit sein.
(i) Jeder Korper ist ein Integritédtsbereich.

(iii) In jedem Integrititsbereich R gilt die Kiirzungsregel: Sind a, b, ¢ € R mit
¢ # Og, dann folgt aus ac = bc die Gleichung a = b.




Beweis: zu (i) Angenommen, a ist zugleich Nullteiler und Einheit. Dann gibt es ein Element b # Og mit ab = Oy
und ein ¢ € R mit ca = 1z. Wir erhalten den Widerspruch b = 13 - b = (ca)b = c(ab) = c0z = 0.

zu (ii) Nehmen wir an, dass R ein Korper, aber kein Integritétsbereich ist. Dann ist Oz kein Nullteiler in R, oder es
gibt einen Nullteiler a # 0g. Die erste Moglichkeit ist ausgeschlossen, denn 1y ist in jedem Ring stets eine Einheit,
und aus R* = R\ {0y} folgt 1z # Og. Die Gleichung 1 - Oy = Oy zeigt also, dass Oy ein Nullteiler ist. Aber auch die
zweite Moglichkeit kann nicht eintreten, denn wegen R* = R \ {0z} wire a zugleich Nullteiler und Einheit, was zu
(i) im Widerspruch steht.

zu (iii) Aus ac = bc folgt (a — b)c = ac — bc = 0gz. Ware a — b # Oy, dann wére das Element ein Nullteiler ungleich
0. Weil R aber ein Integrititsbereich ist, muss a — b = Oy gelten. m|

Einen Ringhomomorphismus zwischen Kérpern bezeichnet man als K6rperhomomorphismus. Wir bemerken
Proposition 1.7 Ein Kérperhomomorphismus ¢ : K — L ist stets injektiv.

Beweis: Sei a € K ein Element im Kern, also ein Element mit ¢»(a) = 0;, und nehmen wir an, dass a # Oy ist. Dann
folgt 1, = ¢(1x) = p(aa™) = p(a)p(a™!) =0,¢(a"!) = 0,. Aber dies ist unméglich, da L kein Nullring ist. O

Definition 1.8 SeiR ein Ring. Die Charakteristik eines Rings R ist definiert durch

n falls n € IN minimal mit n - 1z = Oy ist,

char(R) =
0 fallsn- 1y # O fiir alle n € IN gilt.

Bei positiver Charakteristik ist char(R) also die Ordnung des Elements 1, in der Gruppe (R, +). Die Charakteristik
kann auch den Wert 1 annehmen. Dies ist genau dann der Fall, wenn Null- und Einselement von R zusammenfallen,
also Oy = 15 gilt. Wir untersuchen nun die Charakteristik von Integritdtsbereichen. Wie allgemein iiblich, bezeichnen
wir eine natiirliche Zahl n als Primzahl, wenn n > 1 ist und keine Zahlen r,s € Nmit 1 < r,s <nund n = rs
existieren.

Proposition 1.9 Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist die Charakteristik char(R) entweder
gleich Null oder eine Primzahl.

Beweis: Ware char(R) = 1, dann wére der Ring R, wie wir soeben bemerkt haben, ein Nullring und damit kein
Integritétsbereich. Nehmen wir nun an, dass n = char(R) > 1, aber keine Primzahl ist. Dann gibt es natiirliche
Zahlen r,s mit 1 < r,s < n und n = rs. Nach Definition der Charakteristik gilt r - 1z,s - 1z # Og, aber n- 1z = Og.
Die Gleichung (r - 1z)(s - 1g) = (rs) - 1g = n- 1z = O zeigt dann, dass die Elemente r und sz des Rings R Nullteiler
ungleich Null sind. Aber dies widerspricht der Voraussetzung, dass es sich bei R um einen Integritatsbereich handelt.
O

Nach|[L.9]ist also insbesondere char(K) fiir einen Korper gleich Null oder eine Primzahl. Es gibt beispielsweise keinen
Korper der Charakteristik 4.




§ 2. Teilringe und Erzeugendensysteme

Zusammenfassung. Haufig ist man bei der Untersuchung einer algebraischen Struktur daran interessiert,
gleichartige Unterstrukturen zu finden. Bei den Ringen sind dies die Teilringe. In der Ringtheorie noch wich-
tiger ist der umgekehrte Gesichtspunkt, ndmlich die Erweiterung eines Rings zu einer grof3eren Struktur. Zum
Beispiel lassen sich viele arithmetische Probleme einfacher 16sen, wenn man den Ring Z der ganzen Zahlen um
geeignete komplexe Zahlen erweitert. In diesem Kapitel werden wir sehen, wie solche Erweiterungen definiert
werden konnen, wie man die Elemente einer solchen Erweiterung bestimmt, und wie Ringerweiterungen mit
Hilfe geeigneter Homomorphismen konstruiert werden kénnen.

Wichtige Grundbegriffe und Konzepte Zentrale Siitze

— Teilring eines Rings R — Teilringe von Ringen sind Ringe.

— Erweiterungsring, Ringerweiterung - Existenz und Eindeutigkeit von R[A]

— Teilkérper und Primkorper — Die Elemente einer einfachen Erweiterung R[c] sind

. . Polynomausdriicke in c.
— Definition des von einer Menge A erzeugten

Erweiterungsrings R[A] — Konstruktion des Korpers C der komplexen Zahlen

— quadratische Zahlringe, Gauf3’sche Zahlen
und Eisenstein-Zahlen

— Ubertragung von Verkniifpungen auf andere Mengen
durch Bijektionen

Definition 2.1 SeiR ein Ring. Eine Teilmenge S C R wird Teilring von R genannt, wenn 1z € S
gilt und mit a, b € S jeweils auch die Elemente a — b und ab in S liegen.

Umgekehrt bezeichnet man einen Ring R als Erweiterungsring eines anderen Rings S, wenn R ein Teilring von S ist.
Das Paar (S, R) bezeichnet man in diesem Fall als Ringerweiterung. Allgemein wird die Schreibweise R|S verwendet,
um ausdriicken, dass durch (S, R) eine Ringerweiterung gegeben ist.

Satz 2.2 Sei (R,+,) ein Ring und S C R ein Teilring. Dann ist die Menge S unter den Ver-
kniipfungen + und - abgeschlossen. Bezeichnen wir mit +5 und -5 die auf S eingeschrankten
Verkniipfungen, dann ist (S, +, -g) ein Ring.

Beweis: Als erstes beweisen wir die Abgeschlossenheit. Aus 1 € S folgt zundchst Oy = 1; — 13 € S, denn auf Grund
der Teilring-Eigenschaft liegt Differenz zweier Elemente aus S wieder in S. Wegen —a = Oz — a ist mit jedem a € S




auch das Negative —a in S enthalten. Seien nun a, b € S vorgegeben. Dann gilt —b € S und somit a+b = a—(—b) € S.
Aus der Teilring-Eigenschaft folgt auch ab € S. Also ist S tatsdchlich unter 4+ und - abgeschlossen.

Nun {iberpriifen wir die Ringeigenschaften von (S, +g, -s). Wie bereits gezeigt wurde, gilt O € S, und mit a,b € S
liegen auch die Elemente a+b und —a in S. Also ist S eine Untergruppe von (R, +), und wie in der Algebra-Vorlesung
gezeigt wurde, ist (S, +¢) damit eine Gruppe. Wegen

a+sb = a+b = b4+a = b+ga firalle abeSs

ist diese auch kommutativ. Ebenso kann das Assoziativ- und Kommutativititsgesetz von - auf die Assoziativitit und
Kommutativitit von - zuriickgefiihrt werden. Wegen a-g1z = a-1; = a und 13-ga = 13-a = a ist 1 das Neutralelement
von (S, -5). SchlieBlich leitet man auch das Distributivgesetz fiir +¢ und - aus dem entsprechenden Gesetz fiir +5
und -3 ab. m|

Beispielsweise ist Z ein Teilring von Q, Q ein Teilring von R und R ein Teilring von C. Die Menge Z x {0} ist mit
den Verkniipfungen (a, 0)+(b,0) = (a+b,0) und (a,0)-(b,0) = (ab,0) zwar ein Ring, aber kein Teilring von Z x Z,
denn das Einselement 1, = (1,1) ist nicht in Z x {0} enthalten.

Der soeben durchgefiihrte Beweis zeigt, dass fiir die Teilring-Eigenschaft a — b € S fiir a,b € S gefordert werden
muss, um die Existenz von Negativen in S sicherzustellen. Wiirde man statt dessen a + b € S fordern, dann wire die
Unterstruktur S im allgemeinen kein Ring. Die Teilmenge IN C 7 geniigt beispielsweise den Bedingungen 1 € IN und
a,beIN=a+ b,ab € N, ohne dass (IN, +, -) selbst ein Ring ist.

Lemma 2.3 Sei (R,+,-) ein Ring, und sei (S;);c; eine Familie von Teilringen. Dann ist auch
S =(");e; S ein Teilring von R.

Beweis: Weil S; fiir jedes i € I ein Teilring von R ist, gilt 13 € S; fiir alle i € I und damit 1; € S. Seien nun a,b € S
vorgegeben. Dann folgt a,b € S; fiir alle i € I. Weil jedes S; ein Teilring von R ist, gilt damit auch a — b € §; iund
ab € S, fiir alle i € I. Dies wiederum bedeutet a—b € S und ab € S. Damit ist der Nachweis der Teilring-Eigenschaft
von S abgeschlossen. m|

Das Analogon zum Teilring in der Kategorie der Korper ist durch folgende Definition gegeben.

Definition 2.4 SeiK ein Korper. Eine Teilmenge F € K wird Teilkérper von K genannt, wenn
1x € F gilt, fiir alle a, b € F auch die Elemente a — b und ab in F liegen und fiir jedes a € F,
a #0g auch a! €F gilt.

Wir haben in Lemma gesehen, dass man durch Einschrankung von Addition und Multiplikation von K auf die
Teilmenge F einen Ring erhilt. Durch Bedingung, dass fiir jedes a € F \ {Og} auch a™! in F liegt, wird F dariiber
hinaus zu einem Korper. Die Begriffe , Erweiterungskorper und , Korpererweiterung” sind in genauer Analogie zu
den Ringen definiert.

Lemma 2.5 SeiK ein Korper und (F;);¢; eine beliebige Familie von Teilkorpern. Dann ist auch
F =) F; ein Teilkorper von K.




Beweis: Nach Lemma ist F jedenfalls ein Teilring von K. Ist aulerdem a € F*, dann liegt a auch in F/" fiir jedes
i € I, und somit liegt auch a™! jeweils in F;. Daraus wiederum folgt a—* € F. Damit ist die Teilkérper-Eigenschaft von
F nachgewiesen. a

Folgerung 2.6 Ist K ein Korper und ist (F;);c; die Familie aller Teilkérper von K, dann nennt
man P = (), F; den Primkérper von K. Es handelt sich um den beziiglich Inklusion kleinsten
Teilkorper von K.

Beispielsweise ist Q der gemeinsame Primkérper von Q, R und C, und fiir jede Primzahl ist I, sein eigener Prim-
korper. Im Korpertheorie-Teil der Vorlesung werden wir sehen, dass der Primkorper jedes Korpers isomorph zu Q
oder zu I, fiir eine Primzahl p ist.

Satz 2.7 SeiR|R eine Ringerweiterung und A C R eine beliebige Teilmenge. Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Teilring R[A] von R mit den folgenden beiden Eigenschaften.

() Esgilt RIA] 2 RUA.

(i) Ist R’ ein weiterer Teilring von R mit R’ 2 RUA, dann folgt R’ 2 R[A].

Damit ist R[A] also der kleinste Teilring von R, der RUA enthilt. Man nennt ihn den von A iiber
R erzeugten Teilring.

Beweis: Existenz: Sei (S;);c; die Menge aller Teilringe von R mit S; € R UA. Nach Lemma ist R[A] = (e, Si
ein Teilring von R. Wegen RUA C §; fiir alle i € I gilt auch RUA C R[A]. Ist nun R’ ein beliebiger Teilring von
R mit R 2 RUA, dann gilt R = §; fiir ein i € I nach Definition der Familie (S;);c;. Weil R[A] nach Definition der
Durchschnitt aller Ringe in der Familie (S;),c; ist, gilt RLA] € R; =R’.

Eindeutigkeit: Sei S ein weiterer Teilring mit den Eigenschaften (i) und (ii). Dann ist S jedenfalls ein Teilring von R
mit S O RUA, und R[A] ist der kleinste Teilring mit dieser Eigenschaft. Daraus folgt R[A] € S. Umgekehrt ist auch R[A]
ein Teilring von R mit RLA] 2 RUA, und S ist der kleinste Teilring mit dieser Eigenschaft. Somit gilt auch S C R[A],
insgesamt R[A] = S. m|

Ist S = {s} einelementig, dann schreibt man an Stelle von R[{s}] auch einfach R[s] fiir den erzeugten Teilring. Auch bei
mehreren Elementen werden die Mengenklammern oft weggelassen, man schreibt also statt R[ {s;,s,}] den Ausdruck
R[sq,55] usw.

Als wichtiges Beispiel fiir erzeugte Teilringe sehen wir uns die quadratischen Zahlringe an. Dazu verabreden wir
fiir die Bezeichnung von Quadratwurzeln reeller Zahlen die folgende Konvention. Ist d € R positiv, dann sei vd
ein eindeutig bestimmte positive Quadratwurzel von d. Im Fall d < 0 sei d € C die eindeutig bestimmte komple-
xe Quadratwurzel mit positivem Imaginirteil, also v/d = i+/|d|. Zu beachten ist, dass bei dieser Schreibweise die

Gleichung
Vab = va-vb

im allgemeinen nicht erfiillt ist, ndmlich dann nicht, wenn a und b beide negativ sind. Zum Beispiel ist 4/ (—3)(—5) #
v/—3+/—=5, denn es gilt v/—3v/—=5 = (iv/3)(iv/5) = i24/15 = —/15 # /15 = /(=3)(=5).




Auflerdem verwenden wir im Folgenden die Kongruenzschreibweise. Sind a,b € Z und n € N, so bedeutet der
Ausdruck a = b mod n, dass n ein Teiler von b — a ist. Man sagt ,,Die Zahlen a und b sind kongruent modulo n.“
Ausfiihrlicher werden wir uns mit den Kongruenzen in § 5 beschéftigen. Als konkrete Anwendung von Satz[2.7|zeigen
wir nun

Satz 2.8 Seid € Z und Vd € C wie oben definiert.

(i) Esgilt Z[vd]={a+bvd|a,beZ}.
(ii) Istd =1 mod 4, dann gilt Z[%(1+«/E)]z{%a+%b\/ala,b€Z,aEb mod 2}.

Die Ringe dieser Form bezeichnen wir als quadratische Zahlringe.

Beweis: zu (i) Sei M die Teilmenge auf der rechten Seite der Gleichung. Wir {iberpriifen, dass M ein Teilring von
C ist. Wegen 1 = 1+ 0+/d gilt 1 € M. Seien nun a, 3 € M vorgegeben. Dann gibt es r,s,t,u € Z mit a = r +sv/d
und B =t +u+vd.Esfolgta—pB =(r—t)+(s—u)vd € M und

af = (r+5\/5)(t+u\/a) = (rt+sud)+(ru+st)\/a € M.

AuBerdem gilt M 2 Z U {V/d}, denn fiir jedesa € Z gilta=a+0-VdeM und Vvd =0+1-vd € M.

Seinun R’ ein beliebiger Teilring von C mit R’ 2 ZU{+v/d}. Zu zeigen ist R’ 2 M. Sei dazu a € M vorgeben, a = r+svd
mit r,s € Z. Aus r,s € Z folgt r,s € R’. Ebenso ist ¥d nach Voraussetzung in R’ enthalten. Da es sich bei R’ um einen

Teilring von C handelt, der als solcher unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist, folgt daraus zunéchst
sv'd €R und dann r +svd €R’.

zu (ii) Zunéchst iiberpriifen wir wieder, dass die Menge M auf der rechten Seite ein Teilring von C ist. Es gilt
=1.2+ % -0-+/d in M, denn es gilt 2= 0 mod 2. Seien nun a, 3 € M vorgegeben. Dann gibt es r,s, t,u € Z mit

a=35r+ 55«/3, B = %t + %u«/a, wobei r =s mod 2 und t =u mod 2 gilt. Das Element

a—p = (Sreisvd)-(Le+iuvd) = Lr-0+ic-wvd

liegt ebenfalls in M, denn aus r =s mod 2 und t =u mod 2 folgt r —t =s—u mod 2. Um zu sehen, dass auch das
Element

aff = (%r+%5\/g)(%t+%u\/5) = %(rt+dsu)+}‘(st+ru)\/g = %V-i-%W\/E

mit v = %(rt +dsu) und w = %(st +ru)+v/d in M enthalten ist, miissen wir iiberpriifen, dass 2v + 2w = rt +
dsu + st + ru durch 4 teilbar ist. Denn daraus folgt, dass v + w gerade ist, was wiederum &quivalent dazu ist dass v
und w beide gerade oder ungerade sind, also v = w mod 2 erfiillen. Auf Grund der Voraussetzung d =1 mod 4 gilt
rt+dsu+st+ru=rt+su+st+ru= (r+s)(t+u) mod 4, und die Zahl (r +s)(t +u) ist durch 4 teilbar, weil r +s und
t+u gerade sind. Insgesamt ist M also tatsachlich ein Teilring von C. Aulerdem gilt M 2 ZU {%(1 ++/d)}. Denn jedes
a € Zistwegena = %(2a)+%-0\/3und 2a =0 mod 2 in M enthalten, und ebenso gilt %(1+«/H) = %-1+%-1-1/Z eEM
wegen 1 =1 mod 2.




Sei nun R’ ein weiterer Teilring von C mit R’ 2 Z U {%(1 + vV/d)}. Zu zeigen ist R" 2 M. Sei dazu a € M vorgegeben,
a=3r+isv/dmitr,s €Z,r=s mod 2. Dann gilt a—s- 3(1+vd) = (r—s). Wegen 3(r—s) € Z und Z C R’ folgt
2(r—s) €R’. Aus 3(1+ Vd) € R folgt ebenso s - 3(1 + v/d) € R'. Da R’ unter Addition abgeschlossen ist, liegt damit
auch a in R'. O

Zwei Zahlringe spielen in der Zahlentheorie eine besonders wichtige Rolle: der Ring Z[i] der Gauf8’schen Zahlen
und der Ring Z[%(l + +/—3)] der Eisenstein-Zahlen.

Wir betrachten nun allgemeine Ringerweiterungen, die von nur einem Element erzeugt werden. Bereits in der Linea-
ren Algebra haben wir den Polynomring R[x ] tiber einem Ring R eingefiihrt; in § 3 werden wir diese Ringe genauer
studieren.

Proposition 2.9 SeiR |R eine Ringerweiterung und ¢ € R. Dann gilt R[c] = {f(c) | fe R[x]}.

Beweis: Sei S die Teilmenge auf der rechten Seite der Gleichung. Wir zeigen, dass S ein Teilring von R ist. Das
Einselement 13 = 1; von R ist in R[c] enthalten, denn betrachten wir 1; als konstantes Polynom, also als Element
von R[x], dann gilt 1; = 1z(c) € S. Seien nun a, § € S vorgegeben. Dann gibt es Polynome f, g € R[x] mit a = f(c)
und B = g(c). Esfolgta—f = f(c)—g(c) =(f —g)(c) € Sund af = f(c)g(c) = (fg)(c) € S. Dies zeigt, dass S
tatsdchlich ein Teilring von R ist.

Um zu zeigen, dass S mit R[c] iibereinstimmt, miissen wir noch iiberpriifen, dass S in jedem Teilring R’ von R mit
R’ 2 RU{c} enthalten ist. Sei also R’ ein solcher Teilring und a € S. Zu zeigen ist a € R’. Nach Definition von S gibt
es ein f € R[x] mit a = f(c). Schreiben wir f = >.,_ arx* mit n € N, und qa, ...,a, €R, dann gilt a = >, _ a;c*.
Weil die Elemente q, ...,a,,c nach Voraussetzung in R’ liegen, gilt auch a,c* € R’ fiir 0 < k < n, auf Grund der
Abgeschlossenheit von R’ unter der Multiplikation von R. Aus der Abgeschlossenheit von R’ unter Addition (und
vollstdndiger Induktion {iber n) folgt dann auch, dass a = ZZ:O aick in R’ liegt. m|

Ein wesentliches Hilfmittel bei der Konstruktion von Ringen ist die Ubertragung von Verkniipfungen auf andere
Mengen mittels Bijektionen.

Lemma 2.10 Seien X und Y Mengen, ¢ : Y — X eine Bijektion und - eine Verkniipfung auf
X. Wir definieren auf Y eine Verniipfung ®, indem wira®b = ¢ (¢ (a)- ¢ (b)) firallea,b €Y
definieren. Die neue Verkniipfung ® héngt dann mit - auf folgende Weise zusammen.

(i) Istdie Verkniipfung - auf X assoziativ bzw. kommutativ, dann gilt dasselbe jeweils fiir die
Verkniipfung ® auf Y.

(ii) Istey € X ein Neutralelement in X beziiglich -, dann ist ey = ¢ ~!(ey) ein Neutralelement
in Y beziiglich ®.

(iii) Seien ey und ey wie in (ii) und a,b € X. Ist b ein Inverses von a beziiglich -, dann ist
¢~1(b) ein Inverses von ¢ ~!(a) beziiglich ®.

Man sagt, dass die Verkniipfung - durch die Bijektion ¢ von X auf Y iibertragen wird.




Beweis: zu (i) Seien a,b,c € Y vorgegeben. Zunéchst bemerken wir, dass auf Grund der Definition von ¢ jeweils
¢(a©b)=¢(a)- ¢(b) gilt. Setzen wir nun voraus, dass die Verkniipfung - assoziativ ist. Dann gilt

p((@aeb)oc) = ¢aob)-¢(c) = (P(a)-¢(b)-p(c) = ¢(a)-(¢(b)-P(c))
= ¢(a)-¢(boc) = ¢lao(boc)).

Auf Grund der Bijektivitdt von ¢ folgt daraus (a ® b) ® ¢ = a ® (b ® ¢). Nehmen wir nun an, dass - kommuativ ist.
Dann gilt ¢ (a ® b) = ¢p(a) - p(b) = ¢(b) - ¢p(a) =¢p(b®a),und es folgta® b =b O a.

zu (ii) Seia € Y vorgegeben. Dann gilt ¢(ey ® a) = ¢(ey) - p(a) = ex - p(a) = ¢p(a), weil ey ein Neutralelement
beziiglich - ist. Auf Grund der Bijektivitédt von ¢ folgt ey ® a = a. Ebenso beweist man die Gleichung a ® ey = a.

zu (iii) Sei a € X und b € X beziiglich der Verkniipfung - ein Inverses von a. Sei ¢ = ¢ *(a) und d = ¢~}(b); zu
zeigenist c@d =d ® c = ey. Nun gilt p(c ®d) = ¢(c)- ¢p(d) = a- b = ex = ¢(ey), und durch Anwendung von ¢!
auf beide Seiten der Gleichung erhalten wir ¢ ® d = ey. Genauso zeigt man d ® ¢ = ey. m|

Aus dem Lemma ergibt sich unmittelbar, dass ¢ auch zur Ubertragung einer kompletten algebraischen Struktur von
X auf die Menge Y genutzt werden kann. In dieser Vorlesung sind wir vor allem an Ringstrukturen interessiert.

Satz 2.11 Sei (R,+,-) ein Ring, S eine Menge und ¢ : S — R eine bijektive Abbildung. Seien
die Verkniipfungen @ und © auf S definiert durch

aeb=¢"(¢(@+¢(b) und aeb=¢ (¢(a) ¢(b)).

Dann ist (S, ®, @) ein Ring, und ¢ ist ein Isomorphismus von Ringen.

Beweis: Es geniigt, mit Hilfe von Lemma die einzelnen Ringaxiome fiir (S, ®, ®) durchzugehen. Zunéchst ist
zu Uberpriifen, dass (S, ®) eine abelsche Gruppe ist. Weil die Verkniipfung + auf R assoziativ und kommutativ ist,
gilt nach Lemma dasselbe fiir die Verkniipfung @ auf S. Weil Oy in der Halbgruppe (R, +) ein Neutralelement
ist, handelt es sich bei 0g = ¢ ~(0z) nach Lemma (ii) um ein Neutralelement in (S, ®). Schlief3lich besitzt jedes
Element a € S beziiglich @ ein Inverses, ndmlich nach Lemma (iii) das Element ¢ ~'(—¢(a)). Insgesamt ist
(S, ®) also tatsdchlich eine abelsche Gruppe.

Nach dem gleichen Muster zeigt man, dass (S, ®) ein abelsches Monoid ist. Das Distributivgesetz kann direkt nach-
gerechnet werden. Seien dazu a,b,c € S vorgegeben. Nach Definition der Verkniipfungen @ und © auf S gilt
P(rods)=¢(r)+ ¢(s)und ¢(r ®s) = ¢p(r) - ¢p(s) fir alle r,s € S. Damit erhalten wir

ae(bec) = ¢ U pla)-¢(bec) = ¢ HP(@) (¢(D)+¢(0)) = ¢ (@) d(b)+d(a)- p(c)
= ¢ Hp@aeb)+p(avc) = ¢ Hp(aeb®acc) = (a@b)@(adc). O




Das Prinzip der Ubertragung von Verkniipfungen kann nun auch fiir die Konstruktion von Ringerweiterungen
genutzt werden.

Satz 2.12 Sei ¢ : R — S ein Monomorphismus von Ringen. Dann gibt es einen Erweiterungs-
ring R 2 R und einen Isomorphismus ¢3 :R— S mit qg g = .

Beweis: Allgemein gilt: Sind A,B,C,D Mengen mit ANB =CND =, und ¢; : A — C, ¢, : B — D bijektive
Abbildungen, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung ¢ : AUB — C U D mit ¢|, = ¢; und ¢z = ¢,
und diese Abbildung ist bijektiv (Beweis als Ubung). Setzen wir R = RU (S \ ¢(R)), und wenden wir die soeben
formulierte Aussage auf A=R, C = ¢(R) und B =D = S\ ¢(R) an, so existiert dementsprechend eine eindeutig
bestimmte bijektive Abbildung ¢ : R — S mit ¢3|R = ¢ und ¢§|5\¢(R) = idg\¢(r)-

Wir nutzen diese bijektive Abbildung zur Definition von Verkniipfungen & und ® auf R, indem wir a®b = (j;_l (¢p(a)+
¢(b))und a® b = ¢§_1((;b(a)¢(b)) fiir alle a,b € R setzen. Nach Satz ist (R, ®, ®) dann ein Ring, und 43 ist
ein Isomorphismus von Ringen. Nach Definition gilt (;B I = ¢, es bleibt also nur zu zeigen, dass R ein Teilring von R
ist. Nach Lernrna ist wegen ¢(13) = 15 das Element 1, = ¢ ~'(15) das Einselement von R, und dieses ist in R
enthalten. Fiir alle a, b € R gilt nach Definition a® b = ¢ (¢ (a)+ ¢ (b)) = ¢ H(p(a+b)) = ¢ (H(a+b))=a+b,
also insbesondere a®b € R fiir alle a, b € R. Genauso sieht man, dass R auch unter der Multiplikation ® abgeschlossen
ist. O

Als Anwendungsbeispiel zeigen wir, wie mit den soeben eingefiihrten Konzepten der Kérper C der komplexen Zahlen
konstruiert werden kann. Weitere Anwendungen folgen in den Kapiteln § 3 und § 6 sowie im Kdrpertheorie-Teil der
Algebra-Vorlesung.

Proposition 2.13 Wir definieren auf der Menge R? die beiden Verkniipfungen ® und ® durch
(a,b)®(c,d)=(a+c,b+d) und (a,b)®(c,d) = (ac—bd, bc +ad)
fiir alle a, b, c,d € R. Dann ist (R?, ®, ®) ein Korper, und die Abbildung ¢ : R — R2, a — (a, b)

ist ein Monomorphismus von Ringen.

Beweis: Dass es sich bei R? mit der komponentenweisen Addition um eine abelsche Gruppe handelt, ist bereits
aus der Algebra-Vorlesung bekannt. Wir zeigen nun, dass (R?, ®) ein Monoid ist, mit (1,0) als Neutralelement. Fiir
beliebige a, b,c,d,e, f € R gilt sowohl

(a,b)o((c,d)®(e,f)) = (a,b)®(ce—df,de+cf) = (alce—df)—b(de+cf),b(ce—df)+a(de+cf))
= (ace—adf —bde—bcf,bce—bdf +ade+ acf)

als auch

((a,b)o®(c,d))e(e,f) = (ac—bd,bc+ad)e(e,f) = ((ac—bd)e—(bc+ad)f,(bc+ad)e+ (ac—bd)f)
= (ace—bde—bcf —adf,bce+ade+acf —bdf) = (ace—adf —bde—bcf,bce—bdf +ade+ acf).




Damit ist das Assoziativgesetz nachgewiesen. Ebenso gilt wegen (a, b) ® (¢,d) = (ac—bd, bc +ad) = (ca—db,da +
c¢b)=(c,d)®(a, b) auch das Kommutativgesetz. Ferner gilt (1,0)® (a,b)=(1-a—0:b,0-a+1-b) = (a, b) und auf
Grund der Kommutativitit auch (a, b) ® (1,0) = (a, b).

Das Distributivgesetz ist ebenfalls erfiillt, denn fiir beliebige a, b,c,d,e, f € R gilt

(a,b)o(c,d)®(a,b)®(e,f) = (ac—bd,bc+ad)®(ae—bf,be+af) =
(ac+ae—bd—bf,bc+be+ad+af) = (alc+e)—b(d+f),blc+e)+ald+f)) =
(a,b)o(c+e,d+f) = (a,b)o((c,d)® (e, f)).

Damit ist insgesamt gezeigt, dass es sich bei (R?, ®, ®) um einen Ring handelt. Fiir jedes (a, b) € R? mit (a, b) # (0,0)
gilt a® + b? # 0. Setzen wir ¢ = i undd = _aZ+LbZ’ so zeigen die Rechnungen

a b a b
(a,b)®(c,d) = (ac—bd,bc+ad) = (a'a2+b2_b.(_a2+b2)’b.a2+b2+a'(_a2+b2))

a®>+b? ba—ab
= (=2 2727 (1.0
(a2+b2’a2+b2) (1,0)

und (c,d)®(a, b) = (a, b)®(c,d) = (1,0), dass (a, b) im Monoid (R?, ®) ein invertierbares Element ist, mit Kehrwert
(a,b)™! = (c,d). Dies zeigt, dass es sich bei (R?, ®,®) um einen Korper handelt.

Zum Schluss zeigen wir noch, dass durch ¢ : R — R?, a — (a,0) ein Monomorphismus von Ringen gegeben ist. Die
Injektivitit von ¢ ist offensichtlich, denn fiir a, b € R folgt aus ¢ (a) = ¢ (b) jeweils (a,0) = (b,0) und damit a = b.
Dariiber hinaus gilt ¢ (1) = ¢ (1) =(1,0) = 1. und fiir alle a, b € R jeweils ¢ (a+b) = (a+b,0) = (a,0)®(b,0) =
¢(a) ® ¢ (b) sowie ¢p(ab) =(ab,0)=(a-b—0-0,0-b+a-0)=(a,0)®(b,0)=¢(a)® ¢(b). O

Folgerung 2.14 Es existiert ein Erweiterungskorper C von R mit einem Element i € C, so dass
i2 = —1 gilt und jedes Element z € C auf eindeutige Weise in der Form z = a +ib mit a,b € R
dargestellt werden kann. (Mit anderen Worten, wir haben den Korper C der komplexen Zahlen
konstruiert.)

Beweis: Wir wenden Satz auf den Monomorphismus ¢ aus Proposition [2.13]an. Demnach existiert ein Erwei-
terungsring von R, den wir mit C bezeichnen, und ein Isomorphismus (/3 : C — R? von Ringen, der ¢ : R — R? auf
C fortsetzt. Weil der Ring C zum Kérper (R?, ®, ®) isomorph ist, handelt es sich auch bei C um einen Kérper.

Seinuni= (ﬁ_l((O, 1)) € C. Aus der Injektivitdt von (j; und

(> = ¢G)P? = (0,1)) = (0,1)®(,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0)

= (=1,0) = o¢(-1) = ¢(1D
folgt i = —1. Sei nun z € C vorgegeben und ¢(z) = (a, b) mit a, b € R. Dann gilt

pla+ib) = J@od)od(d) = o¢@od@od(d) = (a,0)e(0,1)e/(,0)
= (4,0)©(0-b—1-0,1-b+0-0) = (a,008(0,b) = (a,b) = ¢()




und somit 2 = a+ib, wiederum auf Grund der Injektivitdt von (f) Ist z = c+id eine weitere Darstellung des Elements

z mit ¢,d € R, dann zeigt die soeben durchgefiihrte Berechnung, dass (a,b) = ¢(a +ib) = ¢(c +id) = (c,d) und
somit a = c und b =d gilt. Damit ist die Eindeutigkeit der Darstellung nachgewiesen. m|

In § 6 werden wir mit Hilfe der dort eingefiihrten Faktorringe sehen, dass man sich die langwierigen Rechnungen
im Beweis von Proposition [2.13]| sparen kann. Dariiber hinaus ermdglicht der dort vorgestellte Ansatz eine Vielzahl
anderer Ringkonstruktionen. Aber auch dort ist Satz[2.12] ein wichtiger Bestandteil der Argumentation.




§ 3. Quotientenkorper und Polynomringe

Zusammenfassung. Ein Quotientenkoérper eines Integritédtsbereichs R ist ein Korper K, dessen Elemente die
Form ab™! mit a € R und b € R\ {0z} haben. Beispielsweise ist  der Quotientenkérper von Z. Die Quotien-
tenkorper werden vor allem im hinteren Teil der Vorlesung, im Zusammenhang mit den faktoriellen Ringen
und den Irreduzibilititskriterien, eine wichtige Rolle spielen. Ein zentraler Aspekt des aktuellen Kapitels wird
die Konstruktion der Quotientenkorper sein, durch Anwendung der in § 2 bereitgestellten Hilfsmittel.

Diese Konzepte werden uns auch dabei helfen, zu jedem Ring R einen zugehorigen Polynomring R[x] zu
konstruieren. Wir zeigen, dass sowohl Quotientenkérper als auch Polynomringe bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt sind. Dariiber hinaus werden die algebraischen Eigenschaften der Polynomringe untersucht, bei-
spielsweise im Hinblick auf Einheiten und das Auftreten von Nullteilern. Diese Untersuchungen basieren in
erster Linie auf dem Polynomgrad, einem wichtigen Merkmal der Elemente des Polynomrings.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Quotientenkorper eines Integrititsbereichs — universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers
— Polynomring R[x] iiber einem Ring R — universelle Eigenschaft des Polynomrings

— Grad eines Polynoms — Rechenregeln fiir den Polynomgrad

— fiir Integritédtsbereiche R:
Polynomring R[x] ist ebenfalls Integrititsbereich,
Einheitengruppe ist gegeben durch R[x]* = R*

Definition 3.1 Sei R ein Integritdtsbereich. Ein Erweiterungsring K 2 R wird Quotienten-
kérper von R genannt, wenn K ein Korper ist und K = {ab™! |a,b €R, b # 0;} gilt.

Beispielsweise ist der Korper ) der rationalen Zahlen ein Quotientenkérper von Z. Zunichst befassen wir uns mit
der Frage, in welchem Sinne der Quotientnkdrper eines Integritdtsbereichs eindeutig ist.

Satz 3.2 (universelle Eigenschaft des Quotientenkorpers)

Sei R ein Integritatsbereich, und sei K ein Quotientenkorper von R.

(i) Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus mit ¢(r) € S* fiir alle r € R\ {0z}, dann gibt
es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung von ¢ auf K, also einen eindeutig bestimmten
Ringhomomorphismus ¢; :K — S mit ¢; g = ¢.

(i) Je zwei Quotientenkorper von R sind isomorph.




Beweis: zu (i) Zur Definition von ¢; wéhlen wir fiir jedes Element a € K ein Paar (a,, bg) von Elementen a, € R und
b, € R\{Og} mit & = a,b " und definieren $(a) = ¢(a,)p(b,)" . Zunichst zeigen wir, dass ¢ (ab™?) = ¢p(a)p(b) ™
fiir alle a € Rund b € R\ {0;} gilt. Ist ein solches Paar (a, b) vorgegeben und setzen wir a = ab™?, dann gilt ab™* =
a,b?, woraus ab, = a,b und ¢(a)¢(b,) = ¢(a,)¢(b) folgt. Multiplikation dieser Gleichung mit ¢ (b,) ¢ (b)™!
liefert

$@) = ¢aIob)" = d@)p(d)

wie gewiinscht. Um nun zu zeigen, dass cj; ein Ringhomomorphismus ist, seien a, B € K vorgegeben. Zu zeigen ist
$(1z) = 15 sowie ¢p(a+ ) = (a)+ $(B) und ¢(ap) = ¢(a)$ (). Nach Definition des Quotientenkérpers K gibt
esa,c €Rund b,d €R\{0x} mita =ab ' und f = cd . Es gilt $ (1) = p(1x-1;1) = p(Lp)p(1x) ! = 15-151 = 1,
weil ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Die Vertriglichkeit mit der Addition erhalten wir wegen a+f =ab ! +cd ! =
(ad + bc)(bd)™! durch die Rechnung

A

pla+p) = ¢ad+b)p(bd)™ = ¢(ad)p(bd) ™ +P(bc)p(bd)™
= @)Y () +d(B)P()P(B) ()T = d(@P(B) T+ (P = dla)+H(B),

und die Vertriglichkeit mit der Multiplikation wegen af3 = (ac)(bd)™!

dap) = ¢a)pdd)? = $(@pd) PP = H(@)P(P).

Also ist ¢ tatsichlich ein Ringhomomorphismus. Wegen ¢ (a) = ¢(a - 1) =¢(@)¢(1x) " = ¢(a)- 15" = ¢(a) fir
alle a € R gilt ¢§|R = ¢, also ist ¢; tatsdchlich eine Fortsetzung von ¢. Die Eindeutigkeit von <;t; als Fortsetzung von
¢ ist unmittelbar klar, denn fiir jede Fortsetzung 1) von ¢ und jedes Paar (a,b) mit a € R und b € R\ {0gz} muss
Y(ab™)y(b) =y (ab b) = v(a) gelten, was zu (ab™?) = Y(a)y(b)™! = ¢(ab™?) dquivalent ist.

zu (ii) Sei K’ ein weiterer Quotientenkorper von R. Dann ist die Abbildung ¢ : R — K’, a — a offenbar ein
Ringhomomorphismus mit ¢ (a) € (K’)* fiir alle a € R\ {Og}, denn weil K’ ein Kérper ist, sind alle Element ungleich
0g = Oy, invertierbar. Es gibt also einen eindeutig bestimmte Fortsetzung ¢; : K — K’ von ¢. Ebenso gibt es eine
eindeutig bestimmte Fortsetzung 1,[) : K’ = K des Homomorphismus v : R — K, a — a auf den Korper K'. Es ist dann
1[) ) (j; : K — K eine Fortsetzung von R — K, a — a auf K. Weil die Identitat idy; ebenfalls eine solche Fortsetzung
ist, muss auf Grund der Eindeutigkeit 1ﬁ ° ¢; = idg gelten. Ebenso zeigt man ¢; ° 1/3 = idg,. Insgesamt ist damit
nachgewiesen, dass ¢ ein Isomorphismus und die Kérper K und K’ folglich isomorph sind. m|

Als néchstes werden wir nun die Existenz eines Quotientenkorpers fiir jeden Integritdtsbereichs nachweisen. Dabei
verwenden wir die am Ende von § 2 zur Verfiigung gestellten Hilfsmittel. In der Linearen Algebra wurde der Be-
griff der Aquivalenzrelation eingefiihrt. Dabei handelt es sich um eine Relation = auf einer Menge X, die reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist. Fiir jedes x € X nennt man [x] = {y € X | x = y} die Aquivalenzklasse von x. Eine
Teilmenge R C X, die aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element enthilt, nennt man ein Reprdsentantensystem
der Aquivalenzklassen.

Sei nun R ein Integritatsbereich. Wir definieren auf der Menge Xz = Rx(R\{0g}) eine Relation ~ durch die Festlegung
(a,b) ~ (c,d) & ad = bc fiir alle (a, b), (¢, d) € X.

Lemma 3.3 Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R x (R \ {Og}).

Beweis:  Fiir jedes Paar (a,b) € Xy gilt ab = ab und somit (a, b) ~ (a, b). Deshalb ist die Relation reflexiv. Die
Aquivalenz
(a,b)~(c,d) & ad=bc & c¢cb=da < (c,d)~(a,b)
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fiir beliebige Paare (a, b),(c,d) € Xy zeigt, dass die Relation auch symmetrisch ist. Zum Nachweis der Transitivitit
seien (a, b), (c,d) und (e, f ) aus Xz mit (a, b) ~ (c,d) und (c,d) ~ (e, f ) vorgegeben. Dann gilt ad = bc und cf = de.
Es folgt adf = bcf = bde, und mit der Kiirzungsregel fiir Integritdtsbereiche folgt af = be, also (a, b) ~ (e, f). Dies
zeigt, dass die Relation auch transitiv ist. |

Fiir jedes Paar (a, b) € Xy bezeichnen wir mit [a, b] die zugehorige Aquivalenzklasse, und die Menge der Aquiva-
lenzklassen mit X /~. Bei der Konstruktion des Quotientenkorpers orientieren wir uns nun an den herkémmlichen

Regeln

=ad+bc und

< a c_a
d bd b d bd

+

a
b
fiir das Bruchrechnen.

Proposition 3.4 Auf der Menge R = X/~ der Aquivalenzklassen der Relation ~ auf X gibt
es eindeutig bestimmte Verkniipfungen @ und ® mit

[a,b]®[c,d]=[ad + bc, bd] und [a,b]®[c,d] = [ac, bd]
fiir alle (a, b), (c,d) € Xg, und R bildet mit diesen Verkniipfungen einen Korper.

Beweis: Wie in der Algebra-Vorlesung wurde, geniigt es fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Verkniipfungen
nachzuweisen, dass fiir alls (a, b), (a’, b’), (¢,d) und (c’,d’) aus (a, b) ~ (a’,b’) und (c,d) ~ (c’,d’) jeweils [ad +
bc,bd] = [d’d’ + b'¢/,b’d’] und [ac, bd] = [d’c’, b’d’] folgt. Beides ist erfiillt, denn wegen (a,b) ~ (a’,b’) und
(c,d)~(c’,d") gilt ab’ = a’b und cd’ = ¢’d, und somit auch

(ad + bc)(b'd’) = ab’dd’+bb'cd = d'bdd’+bb'c’d = (a’d +b'c’)(bd)
und (ac)(b’d’) = ab’cd’ = a’bc’d = (a’c’)(bd), was zu [ad + bc, bd] =[a’d’ + b’c’,b’d’] und [ac, bd] =[d’c’, b’d’]
Aquivalent ist. Im nichsten Schritt zeigen wir, dass (R, ®, ®) ein Ring ist, mit 0z = [Og, 1] als Null- und 1; = [1, 1z]
als Einselement. Wir beginnen mit dem Nachweis, dass (R, ®) eine abelsche Gruppe ist. Seien dazu [a, b],[c,d] und

[e, f] in R vorgegeben. Wegen [a,b] ® [c,d] = [ad + bc,bd] = [cb + da,db] = [c,d] ® [a, b] ist die Verkniipfung
kommutativ, und wegen

la,b]®([c,d]®[e,f]) = [a,b]l®[cf+de,df] = [adf +bcf +bde,bdf] =
[ad + bc,bd]®[e,f] = ([a,b]l®[c,d])®(e,f].

ist sie auch assoziativ. Die Rechnung [a,b] ® 0y = [a,b] ® [0g,1z] = [a- 13 + b - 0g, b - 13] = [a, b] zeigt, dass
0p = [0g, 1z] tatséchlich ein Neutralelement von (R, ®) ist. SchlieRlich gilt noch [a, b]®[—a, b] = [ab+ b(—a), b*] =
[Og, b] = [0y, 1] = Og, wobei im vorletzten Schritt verwendet wurde, dass (Og, b) ~ (0, 1z) gilt. Also ist [—a, b] in
(R, ®) jeweils das Inverse von [a, b].

Nun zeigen wir, dass (R, ®) ein Monoid ist. Wegen [a, b] ® [c,d] = [ac,bd] = [ca,db] = [c,d] ® [a, b] ist die
Verknilipfung ® kommutativ, und die Assoziativitét ergibt sich aus der Rechnung [a, b] ® ([c,d]®[e,f]) =[a,b] ®
[ce,df]=T[a(ce), b(df)]=[(ac)e,(bd)f]=[ac,bd]®@[e,f]1=([a,b]@[c,d]) @ [e, f]. Dass 13 = [15,15] in (R, ®)
ein Neutralelement ist, ergibt sich aus der Rechnung [a, b] - [1z,1z] = [a - 1, b - 1g] = [a, b]. Es fehlt noch der
Nachweis des Distributivgesetzes. Dieses erhilt man durch

la,b]o([c,d]®[e,f]) = [a,ble[cf+de,df] = [acf +ade,bdf] =
[acbf + bdae,b?*df] = [ac,bd]®[ae,bf] = [a,b]®[c,d]®[a,b]®[e,f].
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Damit ist der Beweis der Ringeigenschaften abgeschlossen. Dariiber hinaus ist (R, ®, ®) sogar ein Korper. Ist nimlich
a = [a, b] ein Element von R mit [a, b] # [Og, 1z], dann ist [b,a] wegen by # O ein Kehrwert von a, denn wegen
(ab,ab) ~ (1g,1g) gilt[a, b]O[b,a] = [ab, ba] = [1g, 1z]. Also sind sdmtliche Elemente der Menge ﬁ\{OR} Einheiten.
AuRerdem ist R kein Nullring. Denn andernfalls wiirde [Og, 1] = 04 = 15 = [1g, 1z] gelten, woraus (0, 1z) ~ (1, 1g)
und Oy - 1z = 13 - 1, also Oy = 1, folgen wiirde, im Widerspruch dazu, dass der Ring R als Integritatsbereich kein
Nullring ist. |

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun zeigen

Satz 3.5 Zu jedem Integritétsbereich existiert ein Quotientenkorper.

Beweis: Sei (R, ®,®) der in Satz definierte Korper. Durch die Abbildung ¢z : R — R, a — [a, 1z] ist ein Mo-
nomorphismus von Ringen definiert. Denn es gilt ¢pz(1z) = [1z,1z] = 1;, und fiir alle a,b € R ist ¢p(a + b) =
[a+Db,1x] =[a,1z]@[b,1z] = ¢r(a) ® ¢r(b) und ¢g(ab) = [ab,1z] =[a,1z] ®[b, 1] = Ppr(a) © px(D). AuBerdem
ist ¢ injektiv. Ist ndmlich a € R mit ¢z(a) = 03, dann folgt [a, 1z] = ¢pr(a) = [0z, 1z] und somit a - 1z = O - 13, also
a = Og. Nach Satz existiert nun ein Erweiterungsring K von R und ein Isomorphismus qu : K — R von Ringen
mit quI r = ¢r- Um zu zeigen, dass K nun ein Quotientenkorper von R ist, miissen wir fiir ein beliebig vorgegebenes
Element a € K zeigen, dass ein Paar (a, b) € Xz mit a = ab™! existiert. Wegen ¢;R(a) € K gibt es ein Paar (a, b) in
Xg mit () = [a, b]. Auf Grund der Eigenschaft ¢g|z = ¢ von ¢ erhalten wir

pr@) = [a,b] = [a,1]0[b L] = ¢p(@Pr(®)™ = ¢p@p(d)! = Pglab™)

wobei das Element ab™! im letzten Schritt im Korper K gebildet wird. Auf Grund der Injektivitit von ¢;R folgt a =
ab™!, wie gewiinscht. O

Kommen wir nun zum zweiten Thema dieses Kapitels, den Polynomringen. Die folgende Definition ist bereits aus der
Linearen Algebra bekannt.

Definition 3.6 SeiR ein Ring. Ein Erweiterungsring S von R wird Polynomring tiber R genannt,
wenn es ein ausgezeichnetes Element x € S gibt mit der Eigenschaft, dass fiir jedes Element f €
R[x]\ {Og} ein eindeutig bestimmtes n € IN, und eindeutig bestimmte ay, ...,a, € R existieren,
so dass a,, # 0 ist und f in der Form

f = ax"+a,_x"'+..+ax+a, dargestellt werden kann.

Das ausgezeichnete Elemente x nennt man die Variable (oder Unbestimmte) des Polynomrings. Fiir einen Polynom-
ring S liber einem Ring R mit der Variablen x wird in der Regel die Bezeichnung R[x] verwendet. Die Elemente
von R[x] heilen Polynome iibe dem Ring R. Man bezeichnet die Zahl n in der Definition als den Grad grad(f) des
Polynoms f. Das Polynom a,x" ist der Leitterm, das Element a,, € R der Leitkoeffizient von f .




Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass das Element x im Polynomring R[x] kein Element von R ist, sofern
es sich bei R nicht um einen Nullring handelt. Ware x = Og, dann wiirde 1; = x + 1 gelten, was im Widerspruch
dazu steht, dass jedes Element von R[x] ungleich Null genau eine Darstellung als Polynomausdruck besitzt. Im Fall
x € R\ {0z} erhalten wir ebenfalls einen Widerspruch zu dieser Eindeutigkeit, denn dann kénnte x sowohl als
Polynom vom Grad O (mit a;, = x) als auch als Polynom vom Grad 1 aufgefasst werden (in der Form 1p - x + O, also
mit a; = 0z und a; = 1).

Fiir die folgenden Ausfiihrungen ist es wichtig, sich noch einmal ins Gedéchtnis zu rufen, wie Polynome addiert und
multipliziert werden. Seien f, g € R[x] mit f = >,/  a;x* und g = >},_, b,x". Bei der Addition bietet es sich an, die
Koeffizienten a; und b, auch fiir k > m und £ > n zu definieren, indem man a; = 0 und b, = O setzt. Die Polynome

f= Z ax* und g= Z b,x*

kelN, LelN,

konnen dann in der Form

dargestellt werden, und die Summe hat dann die Form

f+g = D.(a +b)x".

relN,

Das Produkt von f und g erhdlt man durch die Rechnung

k=0 k=0 (=0 r=0

fg = (Zakx)(z:bex) = izn:akng“‘ = mi: zz:akbg x" mf(zr:ar_gbg)x

k+

Wie bei den Quotientenkorpern beschéftigen wir uns zunachst mit der Frage der Eindeutigkeit.

Satz 3.7 (universelle Eigenschaft des Polynomrings)

Fiir jeden Ringhomomorphismus ¢ : R — S und jedes a € S gibt es einen eindeutig bestimmten
Ringhomomorphismus ¢ : R[x] — S mit ¢ |, = ¢ und ¢(x) = a.

Beweis: Zunéchst beweisen wir die Existenz des Homomorphismus cj; Jedes Element Oy # f € R[x] besitzt eine
Darstellung der Form

f = Zakxk mit n€N,, dagp,..,.a,€R und a,#0; ,
k=0
und diese ist eindeutig bestimmt. Wir definieren eine Abbildung ¢ : R[x] — S, indem wir ¢3(0R) = 0g und d(f) =
ZZ:O ¢ (a,)ak setzen. Zu zeigen ist, dass wir auf diese Weise einen Ringhomomorphismus definiert haben. Da das
Element 15 als Polynom in R[x] vom Grad Null aufgefasst werden kann, gilt zunéchst qf;(lR) = ¢(1z) = 15 nach
Definition von q,‘A) Seien nun f, g € R[x] vorgegeben. Ist eines dieser Elemente gleich Null, dann sind die Gleichungen

<j§(f +g)= (ﬁ(f) + (f)(g) und (f)(fg) = (ﬁ(f)(ﬁ(g) wegen <j;(OR) = 0y offensichtlich erfiillt. Wir kénnen also f, g # Og
annehmen und damit voraussetzen, dass f und g Darstellungen der Form

f= i a; x* und g= Zn: b,zx"]
k=0 =0




besitzen, mit m,n € Ny, ai, b, € R und a,,, b, # Og. Wie oben setzen wir a; = Oy fiir k > m und b, = 0 fiir £ > n. Auf
Grund der Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation von Polynomen gilt dann

Pf+g) = qS(Z(ar+br)xf> = > dlg,+b)a = > (¢la)+¢b))a

relNg relNg relNg

= > ¢la)d + > p(b)a’ = é(Zakxk)w%(Z b@x“) = N+

kelNg LeN, kelN, LeN,
sowie
b(fe) = ¢ (Z (Zarébz)xr) => (Z qs(arm(be))af = (Z ¢(ak)a’<) (Z ¢(b4)af) = $(f)b(g).
r=0 \{=0 r=0 \(=0 k=0 (=0

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass neben (ﬁ durch v ein weiterer Ringhomomorphismus R[x] — S
mit ¢ (x) = a und Y|z = ¢ gegeben ist. Auf Grund der Homomorphismus-Eigenschaft gilt 4;(OR) = 05 = Y(0g). Sei
nun f € R[x] ein Element mit f # Og,, also f = >,/_, axx* mit ay, ...,a, € R und a, # 0. Es gilt dann

m m

$(F) =4 (Zakx") = > dlax) = > pla)d" = D p(ax) =y (Z akxk) = ¥(f).
k=0 k=0 k=0

k=0 k=0

Damit ist die Eindeutigkeit von qg bewiesen. |

Ist S = R oder ein Erweiterungsring von R, dann bezeichnet man den eindeutig bestimmten Homorphismus ¢; aus
als den Auswertungshomomorphismus an der Stelle a.

Folgerung 3.8 Je zwei Polynomringe iiber einem Ring R sind isomorph.

Beweis: Nehmen wir an, dass R[x] 2 R und R[y] 2 R beides Polynomringe iiber R sind. Nach Satz gibt es
eindeutig bestimmte Homomorphismen ¢ : R[x] — R[y]und v : R[y] — R[x] mit ¢ |, = 1|z = id sowie ¢(x) =y
und 1 (y) = x. Damit ist ¢ o ¢ ein Ringhomomorphismus R[x] — R[x] mit (3 o ¢ )|z = idg und (3p o ¢ )(x) = x. Aber
auch der Homomorphismus idg;,; besitzt diese Eigenschaft. Auf Grund der Eindeutigkeit muss also 1 o ¢ = idg(,
gelten. Genauso beweist man die Gleichung ¢ o) = idg(,. Also ist ¢ ein Isomorphismus von Ringen. |

Kommen wir nun zum Beweis der Existenz eines Polynomrings iiber jedem Ring R. Ein Polynom der Form ay+a;x +
...ta,x" ist bestimmt durch die Folge ag, a,, ..., a, seiner Koeffizienten, also durch die Abbildung k — a; (wobei k fiir
k > n auf Oy abgebildet wird). Diese Beobachtung fiihrt uns auf die Idee, Polynome durch Abbildungen darzustellen.

Es sei P die Menge aller Abbildungen f : IN, — R mit der Eigenschaft, dass f (k) = Oy fiir alle bis auf endlich viele
k € IN, gilt. Zur Definition geeigneter Verkniipfungen orientieren wir uns an den Rechenregeln zur Addition und
Multiplikation von Polynomen. Dementsprechend definieren wir auf Py zwei Verkniipfungen @ und © durch

Fog)m=Ff(M+ghn) ud (fogdm)=) fln—kgk)= > f()gk).
k=0 k+t=n
Fiir jedes a € R sei @ € P das Element gegeben durch @(0) = a und d(n) = O fiir alle n > 1. Diese Elemente sollen
den konstanten Polynomen a € R entsprechen. Au3erdem definieren wir ein Element ¥ € Py durch %(1) = 1z und
X(n) = Og fiir n # 1. Dieses Element iibernimmt die Rolle der Variablen x im Polynomring R[x].




Lemma 3.9 Das Tripel (P, ®, ®) ist ein Ring, mit 0 als Null- und 1 als Einselement.

Beweis: Zunéchst tiberpriifen wir, dass (Pg, ®) eine abelsche Gruppe ist. Seien f, g,h € P, vorgegeben. Es gilt

(Fegleh)(n) = (Feg)m)+h(n) = (f)+gn)+h(n) = f)+(@gM)+h(n) =
fmM+ehnn) = (fe(geh)n)

fiir jedes n € INy, und somit (f ® g)®h = f & (g @ h) fiir alle f, g,h € P. Ebenso gilt (f ® g)(n) = f(n) + g(n) =
gn)+ f(n)=(g & f)(n) fir alle n € N, und somit f dg=g o f.

Fiir jedes n € IN,, gilt (f ®0)(n) = f (n)+0(n) = f (n)+0; = f(n), also f ®0 = f. Sei nun die Abbildung (—f) : N, — R
definiert durch (—f)(n) = —f(n) fiir alle n € IN,. Dann gilt —f € Py, und fiir alle n € N, ist (f & (—f))(n) =
f() + (—f)(n) = f, + (—f (n)) = 0z = 0(n). Wir erhalten f ® (—f) = 0. Insgesamt ist (P, ®) also tatsichlich eine
abelsche Gruppe.

Als néchstes beweisen wir fiir die Verkniipfung ©® das Assoziativgesetz. Seien dazu f, g,h € Py vorgegeben. Fiir alle
n €N, gilt

(feg)ohnm) = > (fohl) = > (Z f(i)g(j)) h(e)

k+{=n k+L=n \i+j=k
DD @) = DL F(DGA).
k+l=ni+j=k i+j+l=n

Ebenso erhalten wir

Fo(gom)n) = Y. flgohk) = Y, f(i)( > g(j)h(e))

i+k=n i+k=n j+l=k
DT T FhE) = > fDg(D).
i+k=n j+l=k i+j+k=n

Insgesamt gilt also (f ® g) @ h = f ® (g ® h). Nun iiberpriifen wir, dass 1 in (Py, ®) das Neutralelement ist. Wegen
1(k) = 0 fiir k > 0 gilt fiir alle n € IN, jeweils

Fohm) = D f-Lik) = f(n—0)-1 = f(n)
k=0

und somit f ® 1 = f. Zum Schluss miissen wir noch das Distributivgesetz iiberpriifen. Wieder seien f,g,h € Py
vorgegeben. Fiir jedes n € IN,, gilt

Fo(gem)(n) = > fln—k(geh)k) = > fln—k(gk)+h(k) =

k=0 k=0
D fli—k)gk)+ Y fln—khk) = (Fodm+(fohm) = (fog)e(foh)n)
k=0 k=0

also tatsdchlich f @ (g@®h)=(f @ g)® (f ®h). O




Lemma 3.10 Seia € R und m € IN,. Dann gilt (@ ® ¥™)(m) = a, und (d@ ® ¥™)(n) = O fiir alle
ne Ny \ {m}.

Beweis: Wir beweisen durch vollstdndige Induktion {iber m € IN, dass x™(m) = 1; und fiir alle n # IN, \ {m} jeweils
%™(n) = O gilt. Fiir m = 0ist ¥° = 1, und es gilt 1(0) = 1; und 1(n) = O fiir alle n > 0. Sei nun m € N, vorgegeben,
und setzen wir die Aussage fiir dieses m voraus. Zunéchst gilt

m+1
™" (m+1) = (F"ex)(m+1) = Z(fcm)(m+1—k)5c(k) = ¥(m+1-1)x(1)
k=0
= X"(m)x(1) = 1;-lz = 1z ,

wobei wir im dritten und fiinften Schritt die definierende Eigenschaft von ¥ und im fiinften Schritt aul’erdem die
Induktionsvoraussetzung angewendet haben. Fiir jedes n € IN; \ {m + 1} gilt dagegen n — 1 # m und somit

m+1
™) = GE"ex)(n) = Z(fcm)(n—k)i(k) = ¥(n—1x(1) = 0z:-1z = Oy
k=0

Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen. Fiir jedes m € IN gilt nun auerdem

n

(@Gox™)(n) = Zd(n—k)x’"(k) = d0)x™n) = a-x™(n) ,

k=0

also (@@ x™)(n)=a-1x =aimFall n =m und (@ ® x™)(n) = a - 0 = Og im Fall n # m. |

Lemma 3.11 Fiir jedes f € Py \ {0} gilt es ein eindeutig bestimmtes n € IN, und eindeutig
bestimmte a,,ay, ...,a, €R, so dass a,, # 0z und

f = (Gg,08Me ..e(q,ox)ed gl

Beweis: Zum Nachweis der Existenz sei f € Py \ {0} vorgegeben und n € IN, maximal mit der Eigenschaft f (n) # O.
Seiap=f(k)fir0O<k<nund g=(d,®X")®..®(d; ®X)® d,. Dann gilt fiir 0 < k < n jeweils

gk) = Y(@ex)k) = a = fk) ,
{=0

wobei im zweiten Schritt Lemma [3.10] angewendet wurde. Fiir k > n gilt g(k) = Og = f(k), insgesamt also f = g.
Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit seien m € INy und by, ..., b,, €R, so dass b,, # 0 und

f = (p,otMe ..e(h,ox)eb, erfilltist

Wie im letzten Absatz iiberpriift man, dass f (k) = by fiir 0 < k < m und f (k) = Oy fiir k > m gilt. Somit ist m die
maximale Zahl mit der Eigenschaft f (m) # Og, und es folgt m = n. Auflerdem gilt b, = f(k) =q, fir0< k<n. O

Satz 3.12 Zu jedem Ring R existiert ein Polynomring iiber R.




Beweis: Sei ¢ : R — Py definiert durch ¢ (a) = a fiir alle a € R. Diese Abbildung ist ein Homomorphismus von Ringen.
Denn ¢ bildet 1, auf das Einselement 1 von P; ab. Fiir beliebige a, b € R gilt auferdem ¢ (a+b) = ¢(a) ® ¢(b) und
¢(ab) = ¢(a) © ¢(b). Denn es gilt ¢(a + b)(0) = a+b = $(a)(0) + ¢(b)(0) = (¢(a) ® ¢(b))(0) und $(ab)(0) =
ab = ¢(a)(0)¢(b)(0) = (¢p(a) ® ¢(b))(0), und fiir jedes n € N gilt ¢p(a + b)(n) = 0z = (¢p(a) & ¢(b))(n) sowie
¢ (ab)(n) = ¢p(a)(n)-p(b)(n) = (¢(a)® p(b))(n). Aukerdem ist ¢ injektiv. Ist namlich ¢ (a) = O fiir ein a €R, dann
folgt a = d@(0) = ¢(a)(0) = 0(0) = 0.

Wir kdnnen nun Satz auf den Monomorphismus ¢ anwenden. Wir erhalten einen Erweiterungsring von R, den
wir mit R[x] bezeichnen, und einen Isomorphismus q§ :R[x] — Pz mit gi;|R = ¢. Aullerdem setzen wir x = cﬁ_l(fc).
Wegen q§|R = ¢ gilt $(a) = $(a) = d fiir alle a € R. Sei nun f € R[x]\ {0} beliebig vorgeben und f = ¢(f). Nach
Lemma [3.11] gibt es ein eindeutig bestimmtes n € IN, und eindeutig bestimmte ay, ..., a, € R mit a, # O, so dass

f = (@oxMe ..ea&(Gox)ed, gilt.

Durch Anwendung von 43_1 auf beide Seiten der Gleichung erhalten wir auf Grund der Homomorphismus-Eigen-
schaft die Gleichung f = a,x"+...+a, x +a,. Aus der Eindeutigkeit von n und ay, ..., a, fiir das Element f folgt auch
die Eindeutigkeit fiir das Element f. Nehmen wir ndmlich an, dass auch f = b,,x™ + ... + by x + b, erfiillt ist, mit
m € N, und by, by, ..., b,,,. Dann folgt

(G, 056 .. (3 o)ed = f = ¢(f) = (b,0xMe ..e(b,0x)eb, ,

und die Eindeutigkeitsaussage in , angewendet auf das Element f € Py \ {0}, liefert die Gleichungen m = n und
a=b fir0<k <n. O

Zum Abschluss des Kapitels befassen wir uns noch mit den algebraischen Eigenschaften der Polynomringe.

Proposition 3.13 Sei R ein Ring und R[x] ein Polynomring iiber R.

(i) Sind Oy # f, g € R[x] und gilt auch f + g # Oz und f g # Og, dann folgt

grad(f + g) < max{grad(f),grad(g)} und grad(fg) < grad(f)+ grad(g).

(ii) Ist R ein Integritatsbereich, dann gilt dasselbe auch fiir den Ring R[x]. In diesem Fall gilt
sogar grad(f g) = grad(f) + grad(g) fiir alle f, g € R[x] mit f, g # Og.

Beweis: zu (i) Sei m = grad(f) und n = grad(g). Dann konnen wir f und g in der Form f = ka:() apx™ und
g= ZZ:O b,x! darstellen, mit geeigneten ay, b, € R. Wie zuvor definieren wir die Koeffizienten von a; und b, auch
fiir k > m und £ > n, indem wir sie auf Null setzen. Wie wir oben festgestellt haben, gilt f + g = ZrE]NO(a, +b.)x".
Dabei ist a, + b, # Og nur moglich, wenn a, # Og oder b, # O gilt, also wenn r < m oder r < n ist, was mit
r < max{m, n} gleichbedeutend ist. Daraus folgt grad(f + g) < max{m,n} = max{grad(f), grad(g)}. Ebenso zeigt
die Gleichung f g = >0 (3_, ar_¢by)x", dass grad(f g) < m +n = grad(f) + grad(g) gilt.

zu (ii) Der Koeffizient von x™" des Polynoms f g ist gegeben durch Z;":OH in—eby = a,b,, denn fiir £ > n ist
by = Og, und fiir £ < n ist m+n—£ > m und somit a,,,,_, = Og. Ist R ein Integrititsbereich, dann folgt aus a,, # Oy
und b, # O auch a,, b, # Og. Inbesondere ist das Produkt zweier Polynome ungleich Null wiederum ungleich Null;
auflerdem ist mit R auch der Polynomring R[x ] kein Nullring. Dies zeigt, dass auch R[x] ein Integritédtsbereich ist. O




Folgerung 3.14 SeiR ein Integritdtsbereich. Dann gilt R[x]* = R*, d.h. die Einheitengruppe
des Polynomrings R[x] stimmt mit der Einheitengruppe des Grundrings R {iberein.

Beweis: Sei a € R*. Dann gibt es ein b € R it ab = 1z = 1g(,. Dies zeigt, dass jede Einheit in R auch eine Einheit
in R[x] ist. Sei nun umgekehrt f eine Einheit in R[x]. Dann gibt es ein Element g € R[x] mit f g = 1z,) = 1z. Mit
Proposition (ii) erhalten wir grad(f) + grad(g) = grad(f g) = grad(1z) = 0, und wegen grad(f), grad(g) = 0
folgt daraus grad(f) = grad(g) = 0. Also sind f und g beides Elemente des Grundrings R. Aus der Gleichung fg =1
folgt nun, dass f in R* enthalten ist. O

Man beachte, dass die Folgerung fiir Nicht-Integritédtsbereiche im Allgemeinen falsch ist. Hier kann es in R[x]* auch
Elemente mit Polynomgrad > 1 geben. Im Restklassenring 7 /47 gilt beispielsweise 2 - 2 = 0, das Element 2 ist also
ein Nullteiler. Daraus folgt, dass das Polynom f = 2x + 1 im Polynomring Z/4Z[x] eine Einheit ist, denn es gilt
ff=Cx+D2x+1)=(2-2)x2+(2+2)x+1=0-x>+0-x+1=1.




§4. Euklidische Ringe

Zusammenfassung. Beiden euklidischen Ringen handelt es sich um Integritdtsbereiche, in denen das Konzept
der Division mit Rest auf sinnvolle Weise definiert ist. Da der Rest in einem geeigneten Sinn stets ,kleiner” sein
soll als das Element, durch das geteilt wurde, sind solche Ringe mit einer Héhenfunktion ausgestattet, die es
ermoglicht, die ,,Grof3e” von Elementen miteinander zu vergleichen.

Je zwei Elementen in einem euklidischen Ring kann ein gréfSter gemeinsamer Teiler (ggT) zugeordnet werden,
und dieser lasst sich mit dem sog. Euklidischen Algorithmus berechnen. Um den ggT (und ebenso das kleinste
gemeinsame Vielfache, kgV) definieren zu kénnen, miissen wir die Teilerrelation von Z auf beliebige Ringe
verallgmeinern.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze
— Teilerrelation | auf beliebigen Ringen — Eindeutigkeit von ggT und kgV bis auf Assoziierte
— assoziierte Elemente in einem Ring — Der Ring Z und Polynomringe iiber Kérpern sind eu-

klidisch.
— Definition von ggT und kgV in beliebigen Ringen 1

N . . . — Korrektheit des Euklidischen Algorithmus
— Hohenfunktion auf einem Ring

— euklidische Ringe

Definition 4.1 Seien R ein Ring und a,b € R. Wir sagen, dass a ein Teiler von b ist und
schreiben a|b, wenn ein ¢ € R mit b = ac existiert. Gilt sowohl a|b als auch b|a, dann sagt man,
die Elemente a und b sind assoziiert zueinander.

Es ist leicht zu sehen, dass es sich bei der Relation ,,assoziiert* um eine Aquivalenzrelation handelt. In Integrititsbe-
reichen lasst sich die Relation auch folgendermafen beschreiben.

Lemma 4.2 Ist R ein Integrititsbereich, so sind a,b € R genau dann zueinander assoziiert,
wenn ein € € R* mit b = a existiert.

Beweis: ,<“ Aus b = ea folgt a|b, und wegen a = ¢ 'b gilt auch b|a.

,2=“ Nach Voraussetzung gilt a|b und b|a, es gibt also Elemente c,d € R mit b = ac und a = bd. Es folgt a = acd.
Ist a = 0, dann gibt dasselbe fiir b, und die Gleichung b = ea ist mit der Einheit ¢ = 1 erfiillt. Ansonsten kénnen wir
auf a - 1 = acd die Kiirzungsregel anwenden und erhalten cd = 1. Dies zeigt, dass € = ¢ ein Einheit ist, also ist auch
hier b = ¢a fiir ein geeignetes Element ¢ € R* erfiillt.C] |




Definition 4.3 SeiR ein Ring mit a, ...,a,, € R. Wir sagen, ein Element d € R ist ein gréfter
gemeinsamer Teiler (kurz ggT) von ay, ..., a,, wenn gilt

(i) dla; firl<i<n
(i) Ist b € R mit blq; fiir 1 <i < n, dann folgt b|d.

Wir nennen die Elemente ay, ..., a, teilerfremd, wenn 1, ein ggT der Elemente ist.

Definition 4.4 SeiReinRing mitay,...,a, € R. Ein Element e € R heif3t kleinstes gemeinsames
Vielfaches (kurz kgV) von ay, ..., a,, wenn gilt

@) glefirl<i<n

(i) Ist b € R mit g;|b fiir 1 <i < n, dann folgt e|b.

HAufig schreibt man der Einfachheit halber d = ggT(ay, ..., a,), um auszudriicken, dass d ein ggT von ay, ..., a, ist.
Dabei handelt es sich aber um keine Gleichung im herkémmlichen Sinn, weil der ggT im Allgemeinen nicht eindeutig
bestimmt ist. Statt dessen gilt

Lemma 4.5 SeiR ein Ring und d € R ein grofdter gemeinsamer Teiler der Ringelemente
dai,...,d,. Ein weiteres Element d’ € R ist genau dann ein ggT von ay,...,a,, wenn d und d’
zueinander assoziiert sind. Dieselbe Aussage gilt auch fiir das kleinste gemeinsame Vielfache.

Beweis: Sei d’ ein weiterer ggT von aj, ..., a,,. Nach Voraussetzung gilt d’|q; fiir 1 < i < n. Weil nach Voraussetzung
d = ggT(ay, ..., a,) ist, folgt daraus d’|d. Genauso zeigt man d|d’, also sind d und d’ assoziiert.

Sind umgekehrt d, d’ zueinander assoziierte Elemente und ist d = ggT(ay, ..., a,), dann folgt aus d’|d und d|a; jeweils
d’la; fir 1 < i < n. Ist b € R ein Element mit b|q; fiir alle i, dann gilt b|d auf Grund der ggT-Eigenschaft von d.
Aus b|d und d|d’ folgt b|d’. Damit ist insgesamt bewiesen, dass es sich bei d’ um einen ggT der Elemente ay,...,a,
handelt. Fiir das kleinste gemeinsame Vielfache verlauft der Beweis vollig analog. m|

Nach diesen Vorbereitungen definieren wir nun einen neuen Ringtyp, der dadurch gekennzeichnet ist, dass in ihm
eine ,Division mit Rest“ ausgefiihrt werden kann (und sinnvoll definiert ist). Wie wir sehen werden, hat dies unter
anderem zur Folge, dass je zwei Ringelemente a, b einen ggT besitzen, sofern sie nicht beide Null sind.

Definition 4.6 Eine Hohenfunktion auf einem Integritatsbereich R ist eine Abbildung h :
R\ {0z} — IN mit der folgenden Eigenschaft: Sind a,b € R, b # 0g, dann gibt es Elemente
g,r € R, so dass die Gleichung a = gqb + r erfiillt ist und auferdem entweder r = Oy oder
h(r) < h(b) gilt. Ein euklidischer Ring ist ein Integritatsbereich, auf dem eine Hohenfunktion
existiert.




Gelegentlich bietet es sich an, fiir die Hohenfunktion eine Abbildung R \ {0z} — IN,, also mit Wertebereich N, statt
IN zu verwenden. Der Begriff des euklidischen Rings dndert sich dadurch nicht. Ist ndmlich h eine Héhenfunktion
mit Wertebereich N, dann ist durch h(a) = h(a) + 1 eine Hohenfunktion mit Wertebereich IN definiert.

Wir werden nun zwei konkrete Beispiele fiir euklidische Ringe angeben. Im Hinblick auf das erste Beispiel erinnern
wir an die Definition der untern GaulRklammer: Nach Definition ist | x | fiir x € R jeweils die groSte ganze Zahl a mit
a < x. Es ist also beispielsweise [g] =1 und [—%J =-2.

Beipiel 1: Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein euklidischer Ring. Die Abbildung h : Z \ {0} — IN gegeben durch
h(a) = |a| ist eine Hohenfunktion.

Beweis: Seien a,b € Z mit b # 0. Wir betrachten zunachst den Fall b > 0. Setzen wir ¢ = [§] und r = a —qb,
dann ist die Gleichung a = qb + r nach Definition erfiillt. Auf Grund der Definition der unteren Gaulfklammer gilt
q < § < q+ 1. Multiplikation mit b liefert gb < a < (g +1)b, und durch Subtraktion von gb erhalten wir schlieflich
0 < r < b. Also gilt entweder r = 0 oder h(r) < h(b).

Betrachten wir nun den Fall b < 0. Dann ist b; = —b > 0, und wie wir bereits gezeigt haben, gibt es q;,r; € R mit
a =q;b; +r; und r; = 0 oder h(r;) < h(b;). Setzen wir ¢ = —q, und r = ry, dann gilt a = qb + r und entweder
r =0 oder h(r) = h(r;) < h(b;) =h(b). O

Beispiel 2: SeiK ein Korper. Dann ist der Polynomring K[x] ein euklidischer Ring mit der Hohenfunktion gegeben
durch die Gradabbildung, also h(f) = grad(f).

Beweis: Sei 0 # g € K[x] vorgegeben, mit m = grad(g) und

m

g=>bx' , bg...by€R, b, #0.
i=0
Durch vollstindige Induktion {iber n € IN, zeigen wir: Ist f € K[x] mit n = grad(f ), dann gibt es ein g € K[x], so
dass fiir r = f —qg entweder r = 0 oder grad(r) < m gilt. Im Fall n < m kdnnen wir einfach ¢ =0, r = f setzen,
und es ist nichts zu zeigen. Sei nun n € Ny, n > m, und setzen wir die Aussage fiir die Polynomgrade < n als giiltig
voraus. Sei f ein Polynom vom Grad n, also

n

f = Zaixi mit ag,...,a, €K, a, #0.
i=0
Setzen wir qq = Z—;x”_m, dann ist fy = f —qyg ein Polynom vom Grad < n, und wir kénnen die Induktionsvoraus-
setzung auf f, anwenden. Wir erhalten ein g; € K[x], so dass r = f, — q, g entweder gleich Null oder grad(r) < m
erfiillt ist. Wegen r = f —(q, + q;)g erhalten wir durch q = g, + q; ein Element mit den gewiinschten Eigenschaften.
Insgesamt haben wir damit gezeigt: Sind f, g € K[x] mit g # 0, dann gibt es ¢,r € K[x] mit f =qg+rund r =0
oder grad(r) < grad(g). O

Definition 4.7 SeiR ein Ring und f € R[x]. Ein Element a € R mit f (a) = 0 wird Nullstelle
des Polynoms genannt.

Die folgenden Regeln fiir die Nullstellen von Polynomen iiber Kérpern sind im Prinzip bereits aus der Schulmathe-
matik bekannt. Thre Giiltigkeit beruht letztlich darauf, dass Polynomringe iiber Kérpern euklidische Ringe sind.
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Folgerung 4.8 Sei K ein Korper und 0 # f € K[x].

(i) Ist a € K eine Nullstelle von f, dann gilt f = (x —a)g fiir ein Polynom g € K[x].

(i) Ist grad(f) = n mit n € IN,, dann hat f hochstens n Nullstellen in K.

Beweis: zu (i) Da K[x] ein euklidischer Ring ist, gibt es Polynome g,r € K[x] mit f = (x —a)g + r mit r =0 oder
grad(r) < grad(x —a) = 1. Es gilt also r € K. Daraus folgt r = r(a) = f(a) — (a —a)g(a) = 0—0 = 0 und somit
f=k—ag.

zu (ii) Diese Aussage beweisen wir durch vollstdndige Induktion iiber n. Ist n = 0, dann handelt es sich bei f um
eine Konstante in K, und f besitzt dann offensichtlich keine Nullstellen. Setzen wir nun die Aussage fiir n voraus,
und sei f ein Polynom vom Grad n + 1. Seien a, ..., a, die verschiedenen Nullstellen von f, wobei r € IN; ist. Im
Fall r = 0 ist die Aussage r < grad(f) offenbar erfiillt. Andernfalls gibt es nach (i) gibt es ein Polynom g € K[x] mit
f=(x—ay)g, und fiir 2 < i < r ist a; wegen (a; — a;)g(a;) = f(a;) = 0 und a; — a; # 0 eine Nullstelle von g. Die
Gleichung f = (x —a;)g zeigt, dass grad(g) = n ist. Wir konnen also die Induktionsvoraussetzung auf g anwenden
und erhalten die Abschitzung r — 1 < n. Daraus folgt r < n+ 1 wie gewiinscht. m|

In einem euklidischen Ring R kann durch wiederholte Division mit Rest ein grof3ter gemeinsamer Teiler d zweier
Ringelemente a, b €R in endlich vielen Schritten ermittelt werden. Man bezeichnet dieses Verfahren als euklidischen
Algorithmus. Zugleich liefert dieses Verfahren Elemente x, y € R mit der Eigenschaft

d = xa+yb.

Somit zeigt der Algorithmus, dass das Lemma von Bézout nicht nur in Z, sondern in beliebigen euklidischen Ringen
giiltig ist.

Lemma 4.9 Sei R ein Ring, und seien a,b,q € R mit b # 0. Dann gilt die Gleichung
ggT(a,b) = ggT(a —gb, b). Genauer ausformuliert bedeutet das: Ein Ringelement d ist genau
dann ein grof3ter gemeinsamer Teiler von a und b, wenn d ein grof3ter gemeinsamer Teiler von
a—qb und b ist.

Beweis: ,=“ Seid ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b. Dann gibt es ¢;,¢c, € R mit a = ¢;d und b = c¢,d.
Es folgt a —qb = c;d —qc,d, also ist d ein gemeinsamer Teiler von a —qb und b. Ist e € R ein weiterer gemeinsamer
Teiler dieser beiden Zahlen, dann gibt es c5,c4 € R mit a —qb = cge und b = c4e. Man erhélt a = (a—qb) +¢gb =
cse + c4e = (cg + c4)e. Also ist e ein gemeinsamer Teiler von a und b, und aus d = ggT(a, b) folgt e|d. Damit ist
gezeigt, dass d ein groliter gemeinsamer Teiler von a —qb und b ist. Die Beweisrichtung ,,<* 1duft analog. |



EUKLIDISCHER ALGORITHMUS

Eingabe: ein euklidischer Ring R mit Hohenfunktion h
Elemente a, b € R mit b # 0

Ausgabe: Elemente d,x,y € Rmitd = ggT(a,b) und d = xa+ yb

Ablauf: (1) definiere (aq, x1,y;) = (a,1,0) und (a,, x5, y5) = (b,0,1)
(2) Sei das Tupel (a,, x,, ¥,) bereits definiert.

Wenn a,, =0 ist,
dannsetzed =a,_;, X =X,_1, Yy =Y, und gibd, x,y
als Ergebnis aus. (STOP)

Ansonsten
bestimme g, r € R mit
a,_1 =qa, +rund r =0 oder h(r) < h(a,).
Definere (@41, X415 Ynr1) = (1 X1 — qXn, Yno1 — q¥n)-
Wiederhole Schritt 2.

Satz 4.10 SeiR ein euklidischer Ring mit Hohenfunktion h. Der euklidische Algorithmus hélt
fiir jedes Paar (a, b) mit a,b € R und b # 0 nach einer endlichen Zahl von Wiederholungen. Er
liefert als Ausgabe tatsichlich d = ggT(a, b) und Ringelemente x,y € R mit d = xa + yb.

Beweis: Gehen wir zunichst davon aus, dass der zweite Schritt unendlich oft wiederholt wird. Dann ist das Tupel
(a,,x,,yy) fiir alle n € IN definiert. Nach Definition gilt fiir jedes n € IN aber jeweils aber r = a,,; und h(a,,) =
h(r) < h(a,), wobei q, r € Z die in Schritt 2 definierten Elemente in der Gleichung a,_; = qa, + r sind. Wir erhalten
also eine unendliche absteigende Folge

h(a,) > h(as) > h(ay) > h(as) > ... von Zahlen in IN,,.

Aber eine solche Folge existiert nicht: Eine absteigende Folge in IN, die bei einer Zahl b € IN; beginnt, kann hochstens
b+1 Schritte lang sein. Damit ist gezeigt, dass der euklidische Algorithmus nach einer endlichen Anzahl von Schritten
abbricht.

Sei nun n > 2 und (a,, x,, y,) = (0, x,,, ¥,) das letzte Tupel, das vom euklidischen Algorithmus berechnet wird. Wir
beweisen durch vollstindige Induktion iiber k, dass fiir 2 < k < n die Gleichung

ggT(ay_1,a,) = ggT(a,b)

erfiillt ist. Fiir k = 2 haben wir nach Definition a; = a und a, = b, also ist die Gleichung ggT(a;,a,) = ggT(a, b)
offensichtlich erfiillt. Nehmen wir nun an, dass die Gleichung fiir k bereits bewiesen ist. Nach Definition gibt es ein
q € Z mit a;_, = qa; + a1, und es folgt

geT(ar, ars1) = g8T(ap, a1 —qar) = g8T(a, 1) = gegl(a—,a) = ggT(a,b),




wobei wir im zweiten Schritt[4.9/und im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung angwendet haben. Nun beweisen
wir noch durch vollstdndige Induktion die Gleichung

xxa+yib =ay fir 1<k<n.

Esgiltx;a+y,;b=1-a+0-b=a =a; und x,a+y,b =0-a+1-b = b = a,. Nehmen wir nun an, dass die Gleichung
fiir k bereits bewiesen ist. Nach Definition existiert ein g, fiir das die Gleichungen a;,; —qay, Xx41 = Xx—1 —qX; und
Y1 = Yi—1 — qYy erfiillt sind. Es folgt

Xe1a@+t Yemab = (o —qxda+ (e —qyidb = (eqa+ e b) —q(xea + yib)

= 01749 = Qg41-

Der Algorithmus liefert d = a,_;, x = x,_; und y = y,_; als Ergebnis. Nun gilt allgemein ggT(c,0) = c fiir jedes
Ringelement ¢ ungleich Null. Aus dem bereits Bewiesenen folgt ggT(a, b) = ggT(a,_;,a,) = ggT(a,—1,0) =a,_; =d
und xa+yb=x, ja+y,;b=d. |

Als Anwendungbeispiel berechnen wir den ggT der Zahlen a = 16170 und b = 1326.

la] a | x | v |
— | 16170 1 0
— | 1326 0 1
12| 258 1 —12
36 -5 61
6 36 | —439
6 0 | (=221)](2695)

Wir erhalten ggT(a, b) = 6 = 36a+(—439)b. (Die Zahlen in Klammern werden fiir das Ergebnis nicht mehr benétigt.)

Wie wir gesehen haben, sind auch Polynomringe iiber Kérpern Beispiele fiir euklidische Ringe. Folglich kann der
euklidische Algorithmus auch auf diese Ring angewendet werden. Als Beispiel berechnen wir den ggT der beiden
Polynome f = x*—3x% —x2+5x—6und g = x3—3x%2+ x—3 in Q[x].

q an Xn Yn

- x*—3x3—x245x—6 1 0

- x*—3x*+x—3 0 1

X —2x*+8x—6 1 —x
—3X—3 2x—6 x+3 | —3xP—gx+1
X+l 0 2+ [ (3 +3x—1)

Als Ergebnis erhalten wir

ggT(f.g) = 2x—6 = (3x—3)f +(—3x*—3x+1)g.

Wir haben in Satz die Teilringe von C der Form Z[ v/d ] betrachtet, wobei d eine beliebige ganze Zahl bezeichnet.
Den Ring Z[i] = Z[+/—1] bezeichnet man speziell als Ring der Gau8schen Zahlen. Um zu zeigen, dass dies ein




euklidischer Ring ist, definieren wir eine Abbildung N : C — R durch N(z) = 2% = |z|?, wobei £ die zu z konjugierte
komplexe Zahl und |z| den Absolutbetrag von z € C bezeichnet. Offenbar ist die Funktion N multiplikativ, das heif3t
fiir alle z,w € C gilt N(zw) = |zw|?> = |z|?|w|?> = N(2)N(w). Fiir die GauBschen Zahlen der Form a + ib mit a,b € Z
gilt N(a +ib) = a® + b2. Durch Einschrankung von N erhalten wir also eine Abbildung h : Z[i]\ {0} — IN.

Proposition 4.11 Der Ring Z[i] ist ein euklidischer Ring, und die soeben definierte Abbildung
h ist eine Hohenfunktion auf diesem Ring.

Beweis:  Als Korper ist C ein Integrititsbereich, also ist O der einzige Nullteiler in C. Damit ist 0 auch der einzige
Nullteiler in Z[i] € C, d.h. auch Z[i] ist ein Integritdtsbereich. Zum Nachweis, dass h eine Hohenfunktion ist, seien
a, B € Z[i] vorgegeben, wobei wir 8 # 0 voraussetzen. Wir miissen zeigen, dass ein q € Z[i] mit a —qf3 = 0 oder
h(a—qp) < h(B) existiert. Sei a = a+ib und f =c +id mit a, b,c,d € Z. Wegen  # 0 ist (c,d) # (0,0). Es gilt

a a+ib  (a+ib)(c—id) _  ac+bd A .bc—ad

= = = -
B c+id (c+id)(c—id) 2rd> ol 2ta

= r+is ,

wenn wir die Zahlen r,s € Q durch

_ac+bd und S_bc—ad
T 2442 T 2442

definieren. Seien nun ry,s, € Z so gewahlt, dass |r —ro| < % und [s —sg| < % gilt, und setzen wir q = ry + isy. Dann
folgt

hg—q) = (r—rl+(—s) < z+; = < 1

N

Es gilt dann a —qf = 0 oder zumindest h(a —qf) = h(% —q)h(B) < %h(ﬁ) < h(p). O

Wir berechnen den ggT der Elemente a = 12+ 14i und 8 = 32 — 6i. Um den Teiler q in jedem Schritt zu bestim-
men, gehen wir folgendermaf3en vor. Zunéchst berechnen wir den Quotienten ac”l—’l in der Form r +si mit r,s € Q.
Anschlieend wihlen wir ry,s, € Z mit |r —ry| < % und |s —sp| < % und sezten q = ry + spi.

| anfl/an | q | an | Xn | Yn
- — | 12+14i 1 0
- - 32— 6i 0 1
15 26 - .
§+§l 0 12+ 14i 1 0
B2 | 1-2i | —8+4i | —1+2i 1
—2-2i|-1-2i | —4+2i | —4 1+2i
2 2 0 (7 +2i) | (=1 —4i)

Also ist ggT(a,B) = —4+2i = (—4)a+ (1 + 2i).

Zum Abschluss sei noch darauf hingewiesen, dass Z[+vd] keineswegs fiir jedes d € Z ein euklidischer Ring ist.
Beispielsweise kann man zeigen, dass Z[v—3] und Z[ v—5] nicht euklidisch sind; auf diesen Ringen kann also keine
Hohenfunktion definiert werden. Momentan fehlen uns noch die Grundlagen, um dies zu beweisen, aber wir werden
darauf zuriickkommen.




§5. Ideale

Zusammenfassung. Ideale sind Teilmengen von Ringen, mit denen in gewissen Grenzen auf dhnliche Weise
gerechnet werden kann wie mit Ringelementen. Beispielsweise konnen auch Ideale addiert und multipliziert
werden. Urspriinglich eingefiihrt wurden sie in Mathematik, um einen Ersatz fiir die eindeutige Primfaktorzer-
legung zu erhalten, die in vielen Ringen wie beispielsweise Z[ v—5] nicht mehr giiltig ist. Inzwischen aber hat
sich der Anwendungsbereich der Idealtheorie von der Zahlentheorie auf viele andere Gebiete der Mathematik
ausgeweitet, darunter die Algebraische Geometrie und die Funktionalanalysis.

Im néchsten Kapitel werden wir sehen, dass die Ideale das natiirliche Analogon der Normalteiler in der Grup-
pentheorie sind, weil sie wie diese zur Definition von Faktorstrukturen genutzt werden kénnen. Nachdem wir
die Ideale eines Rings definiert haben, beschéftigen wir uns zunéchst, wie schon bei den Untergruppen und den
Ringerweiterungen, mit der Beschreibung der Ideale durch Erzeugendensysteme. Wir definieren die Summe
und das Produkt von Idealen.Als besonders wichtige Idealtypen lernen wir die Primideale und die maximalen
Ideale kennen.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Siitze

— Ideale eines Rings — Urbilder von Idealen unter Ringhomomorphismen

. sind Ideale
— Hauptideal

— Bilder von Idealen unter surjektiven Ringhomomor-

— Erzeugendensysteme eines Ideals phismen sind Ideale

— Rechenoperationen fiir Ideale (Summen, Produkte)

— Primideale und maximale Ideale

Definition 5.1 SeiR ein Ring. Ein Ideal in R ist eine Teilmenge I C R mit den Eigenschaften
@ Ogel
(i) Firallea,belundreRgilta+belundracl.

Eine wichtige Rolle spielen die Ideale der folgenden Form.

Proposition 5.2 Ist R ein Ring und b € R, dann ist die Menge der Vielfachen {ab | a € R}
von b ein Ideal in R. Man nennt ein solches Ideal ein Hauptideal und bezeichnet es mit (b).
Ein Hauptidealring ist ein Integritédtsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist. In jedem
Ring R ist das Nullideal (0z) = {0z} das kleinste und das Einheitsideal (1z) = R das beziiglich
Inklusion grofte Ideal.




Beweis: Sei b € R. Wir iiberpriifen, dass die Teilmenge (b) von R die in Definition genannten Eigenschaften
hat. Wegen Oy = Og - b ist Oy in (b) enthalten. Seien nun c¢,d € (b) und r € R vorgegeben. Wegen c,d < (b) gibt es
a;,a, € Rmit ¢ =a;b und d = a,b. Es folgt c +d = (a; + a,)b € (b). Ebenso gilt rc = r(a;b) = (ra;)b € (b). Also
ist (b) tatsdchlich ein Ideal.

Fiir alle a € R gilt a - 0y = 0. Dies zeigt, dass das Nullideal (0g) tatsdchlich als einziges Element Oy enthilt und
damit das beziiglich Inklusion kleinste Ideal ist. Wegen a - 1z = a fiir alle a € R enthilt das Einheitsideal (1) alle
Ringelemente und ist damit das beziiglich Inklusion grof3te Ideal. m|

Ahnlich wie fiir Untergruppen, Normalteiler und Teilringe gilt auch fiir die Ideale

Proposition 5.3 SeiR ein Ring und (I;);c, eine Familie von Idealen in R. Dann ist I = N ieal;
ein Ideal in R.

Beweis: Weil jedes I; ein Ideal ist, gilt Oy € I fiir alle j € Aund somit Oy € I. Seiennun a, b € I und r € R vorgegeben.
Dann gilt a, b € I; fiir alle j € A. Aus der Idealeigenschaft folgt a + b € I; und ra € I; fiir alle j € A. Dies wiederum
bedeuteta+ b €I und ra €1. m|

Wie die Ringelemente konnen auch Ideale addiert und multipliziert werden.

Proposition 5.4 Sei ein Ring, und seien I,J Ideale in R. Dann ist auch die Teilmenge [ +J =
{a+blaecl,beJ }vonR einIdeal in R.

Beweis: Aus Oz € I und Oy € J folgt 0g =0z + 0z €I +J. Seien nun a,b € [ +J und r € R vorgegeben. Dann gibt
es Elemente a’,b’ € I und a”,b” € J mita =a’+a” und b = b’ + b”. Weil I und J Ideale sind, gilt a’ + b’ € I und
a”+b”" eJ.Esfolgta+b=(a’"+b")+(a”+b") €I+J. Die Idealeigenschaft von I und J liefert auch ra’ € I und
ra” €J.Esfolgtra=ra’ +ra” €l +J. O

Leider ist die Definition des Produkts zweier Ideale I und J nicht ganz so einfach. Man ist versucht, dass Produkt durch
IJ ={ab|ael,beJ} zu definieren, aber leider ist eine solche Menge im allgemeinen kein Ideal mehr. (Weiter
unten werden wir dies durch ein Gegenbeispiel belegen.) Statt dessen miissen wir das von dieser Produktmenge
erzeugte Ideal betrachten. Das Konzept der Erzeugendensysteme ist uns bereits aus der Linearen Algebra und der
Gruppentheorie bekannt. Auch Teilringe, die von einer Menge erzeugt werden, haben wir bereits definiert, siche

dazu Satz

Definition 5.5 SeiR ein Ring und S C R eine Teilmenge. Man sagt, ein Ideal I in R wird von S
erzeugt und schreibt I = (S), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

@i I2>S
(i) IstJ ein Ideal in R mitJ 2 S, dann folgt J 2 I.

Insgesamt ist I also das kleinste Ideal mit der Eigenschaft I 2 S.

Existenz und Eindeutigkeit des Ideals (S) beweist man wie bei den Teilringen. Fiir die Existenz bildet man die Familie
(I;)jeq aller Ideale in R, die S enthalten und iiberpriift dann, dass

I = ﬂlj
jeA




die Bedingungen (i) und (ii) aus Deﬁnition erfiillt. Nehmen wir nun an, dass J ein weiteres Ideal ist, dass diese
Bedingungen erfiillt. Dann liefert die Anwendung von (ii) sowohl J 2 I als auch I 2 J, insgesamt also I = J. Ist S
endlich, S = {ay,...,a,}, dann verwendet man an Stelle von (S) auch die Schreibweise (a;, ..., a,) fiir das erzeugte
Ideal. Der folgende Satz gibt an, wie die Elemente eines solchen Ideals konkret aussehen.

Proposition 5.6 SeiR ein Ring, und seien a;, ...,a, € R. Dann gilt

(ar,...a,) = {Zn: ra;

i=1

1,05y ER} .

Beweis: Sei I die Menge auf der rechten Seite der Gleichung. Wir {iberpriifen, dass I die definierenden Eigenschaften
desvon {a, ..., a,} erzeugten Ideals besitzt. Zunéchst zeigen wir, dass I ein Ideal ist. Das Element Oy ist in I enthalten,
denn es gilt Oz = Oza; + ... + 0za,. Seien nun a, b € I und r € R vorgegeben. Dann existieren nach Definition von I
Elemente ry,...,7,, 7, ..., T €R, so dass

n n

a=Zrl-al- und b= E ria;

i=1 i=1
gilt. Wir erhalten
n n
a+b:Z(ri+rl.')ai €l  und ra:Z(rri)ai el
i=1 i=1

Damit ist die Idealeigenschaft von I bewiesen. AuRerdem enthélt I die Menge S. Ist namlich j € {1, ...,n}, dann gilt
a; = Z?:l 6;5a; € I, wobei 6;; € {Og, 1z} jeweils das Kronecker-Delta bezeichnet. Sei nun J ein weiteres Ideal mit
J 21I.8Sind rq,...,r, €R beliebig gewihlt, dann enthélt J auf Grund der Idealeigenschaft die Elemente ryay, ..., r,a,,

und durch einen einfachen Induktionsbeweis zeigt man, dass auch die Summe Z?:l r;a; in J enthalten ist. Damit ist
die Inklusion J 2 I nachgewiesen. m|

Die folgende Regel wird h&ufig beim Rechnen mit Idealen verwendet, die durch Erzeugendensysteme definiert sind.

Lemma 5.7 SeiR ein Ring, und seien S, T C R beliebige Teilmengen. Gilt fiir die erzeugten
Ideale S € (T) und T C (S), dann folgt (S) = (T).

Beweis: Nach Definition ist (S) das kleinste Ideal, das S als Teilmenge enthilt, und wegen S C (T) ist (T) jedenfalls
ein Ideal mit dieser Eigenschaft. Daraus folgt (S) € (T), und ebenso erhélt man (T) C (S). m|

Nun konnen wir definieren

Definition 5.8 SeiR ein Ring, und seien I,J Ideale in R. Dann ist das Produktideal IJ das von
der Menge {ab |a €I,b € J} erzeugte Ideal in R.




Die folgende Proposition ist fiir die Berechnung von Produktidealen hilfreich.

Proposition 5.9 SeiR ein Ring, und seien I,J von endlichen vielen Ringelementen erzeugte
Ideale, I = (ay,...,ay,) und J = (by,...,b,) mit m,n € N, a;,b; ERflir 1 <i<m,1<j<n
Dann wird IJ von der Menge

S = {abjl1<i<m1<j<n}

erzeugt, es gilt also IJ = (S).

Beweis: Nach Definition des Produktideals gilt IJ = (T) mit T = { ab | a € I, b € J }. Nach Lemma 5.7 geniigt es
also, S € (T) und T C (S) nachzuweisen. Die Inklusion S C (T) ist offenbar erfiillt, weil fiir alle i,j mit 1 <i <m
und 1 < j < n jeweils q; €I, b; € J und damit a;b; € T gilt. Zum Beweis von T C (S) sei ¢ € T vorgegeben. Dann
gibt es a € I und b =J mit ¢ = ab. Wegen I = (aq, ..., a,,) gibt es Ringelemente rl, ..., 'y €R, so dass a in der Form

Zl 1 :a; geschrieben werden kann. Ebenso finden wir sy, ...,s, € R mit b = S . Es gilt also

]1]

C - ow - (Z)(Z ) 378 s ah,

i=1 j=1 i=1 j=1
Die Gleichung zeigt, dass ¢ in (S) enthalten ist. O

Wir zeigen nun anhand eines Gegenbeispiels, dass das elementweise Produkt zweier Ideale im allgemeinen kein Ideal
ist. Sei R = Z[x], und seien die Ideale I und J definiert durch I = (2, x) und J = (3, x). Nach Proposition[5.6]sind die
Elemente aus I = (2, x) die Polynome der Form 2u + xv mit u, v € Z[ x]. Wie man sich leicht {iberlegt, sind es genau
die Polynome f € Z[x] mit durch 2 teilbarem konstanten Term f(0), die auf diese Weise zu Stande kommen, zum
Beispiel x2+5x —10 = 2(—5) + x(x +5) mit dem konstanten Term —10. Ebenso besteht J genau aus den Polynomen
g € Z[x] mit der Eigenschaft, dass g(0) durch 3 teilbar ist.

Wegen —2,x € I und 3,x € J sind 3x und (—2)x in M enthalten. Nehmen wir nun an, dass die Menge gegeben
durch M = {fg | f € I,g € J} ein Ideal in Z[x] ist, dann wire auch x = 3x + (—2)x € M. Aber andererseits
kann x nicht in der Form x = fg mit f € [ und g € J geschrieben werden. Wére dies so, dann wiirde wegen
grad(f) + grad(g) = grad(f g) = grad(x) = 1 jeweils grad(f), grad(g) < 1 folgen. Es gébe also a, b,c,d € Z mit
f =ax+bund g = cx +d. Wir wiirden dann

x = fg = (ax+b)cx+d) = acx®+(bc+ad)x+bd

erhalten, also insbesondere ac = 0. Ist nun a = 0, dann folgt x = bcx + bd und somit bc = 1. Wie oben bemerkt,
ist b = f(0) aber durch 2 teilbar, was zu bc = 1 im Widerspruch steht. Ebenso fiihrt ¢ = 0 auf die Gleichung
x = adx + bd, und wir erhalten ad = 1 im Widerspruch zu 3 | g(0) < 3| d.

Die Annahme, dass M ein Ideal in Z[x] ist, war also falsch. Nach Proposition ist das Produktideal IJ gegeben
durch IJ = (6,2x, 3x,x2). Mit Lemma lasst sich dies zu IJ = (6, x) vereinfachen, denn einerseits sind die
Elemente 6, 2x, 3x, x2 offenbar alle in (6, x) enthalten, andererseits liegen 6 und x wegen x = (—1)(2x) + 3x auch
in (6, 2x, 3x, x2).




Im Hinblick auf spatere Anwendungen zeigen wir noch

Lemma 5.10 Fiir Ideale I,J,K ein einem Ring R gilt das Distributivgesetz I(J + K) = IJ + IK,
aulerdem gilt IJ CTund IJ CJ.

Beweis: ,C“ Die Elemente der Form ab mit a € I und b € J + K bilden ein Erzeugendensystem von I(J + K). Es
geniigt also zu zeigen, dass alle Elemente dieser Bauart in IJ + IK enthalten sind. Das Element b kann in der Form
b=c+d mitc €J und d € K geschrieben werden. Es gilt ab = a(c + d) = ac + ad, mit ac € IJ und ad € IK. Also
ist ab in IJ + IK enthalten.

,2“ Hier genligt es zu zeigen, dass IJ C I(J+K) und IK C I(J+K) gilt. Das Ideal IJ wird erzeugt von den Elementen
der Form ab mit a € I und b € J, und es reicht zu zeigen, dass diese Produkte in I(J + K) enthalten sind. Aus b € J
folgt b € J + K, also ist ab € I(J + K) erfiillt. Die Inklusion IK C I(J + K) beweist man genauso.

Auch fiir die Inklusion IJ C I brauchen wir nur zu zeigen, dass {ab | a € I, b € J} eine Teilmenge von I ist. Dies ist
auf Grund der Idealeigenschaft offensichtlich. Die Inklusion IJ C J ist damit auch klar. |

Definition 5.11 Ein Ideal p in einem Ring R wird Primideal genannt, wenn p # (1) gilt und
fiir alle a, b € R die Implikation

abep = aepoderbep

erfiillt ist. Man nennt p ein maximalesIdeal, wenn p # (1) ist und kein Ideal I mit der Eigenschaft
p & I € (1) existiert, das Ideal also abgesehen vom Einheitsideal beziiglich Inklusion maximal
ist.

Gelegentlich wird die Primideal-Bedingung nicht mit Elementen, sondern mit Idealen formuliert.

Proposition 5.12 FEin Ideal p in einem Ring R ist genau dann ein Primideal in R, wenn p # (1)
ist und fiir beliebige Ideale I,J mit IJ C p eine der Bedingungen I € p oder J C p erfiillt ist.

Beweis: ,<“ Nehmen wir an, dass die Idealbedingung fiir R erfiillt ist, und seien a, b € R mit ab € p vorgegeben.
Dann betrachten wir die Ideale I = (a) und J = (b). Das Produktideal IJ wird auf Grund der Bemerkung von oben
durch das Element ab erzeugt, und mit ab ist auch das Ideal IJ in p enthalten. Auf Grund unserer Voraussetzung
folgt (a) =1 C p oder (b) =J C p, insbesondere a € I oder b € J. Da aullerdem p # (1) gilt, handelt es sich bei p
tatsdchlich um ein Primideal.

,2=“ Sei p ein Primideal. Dann ist p # (1). Seien nun I und J Ideale in R, und nehmen wir an, dass zwar IJ C p,
aber weder I C p noch J C p erfiillt ist. Dann gibt es Elemente a € I \ p und b € J \ p. Weiter gilt ab € IJ € p. Wir
haben also Elemente a, b € R mit ab € p und a, b ¢ p gefunden, im Widerspruch zur Primidealeigenschaft. m|

An dieser Stelle kommen wir auf die zu Anfang erwdhnte Beziehung zwischen Idealen und Teilbarkeitslehre zuriick.
Fiir viele wichtige zahlentheoretische Problem (etwa Fermats letzten Satz oder Verallgemeinerungen des quadrati-
schen Reziprozitdtsgesetzes, das wir spater noch kennenlernen werden) hat es sich als niitzlich herausgestellt, Fragen
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der Teilbarkeit in allgemeinen Ringen wie z.B. dem Ring Z[ v/—5] zu studieren. Insbesondere lassen sich in solchen
Ringen Elemente definieren, die dhnlich wie die bekannten Primzahlen nicht weiter zerlegt werden kénnen. Wir wer-
den fiir solche Elemente spiter die Bezeichnung irreduzibel einfiihren. Im Ring Z[ +/—5] ist zum Beispiel 1—2+/—5 ein
irreduzibles Element, ebenso die Primzahl 3. Es kann aber auch vorkommen, dass eine Primzahl p im Ring Z[ v—5]
zerlegbar wird, zum Beispiel 41 = (6 + v/—5)(6 — v/=5).

Der Mathematiker Eduard Kummer beschiftigte sich im 19. Jahrhundert mit dem Problem, dass die Zerlegung von
Zahlen in irreduzible Elemente in Ringen wie Z[ v —5] im Allgemeinen nicht mehr eindeutig ist. Zum Beispiel gilt

21 = 3.7 = (14+2V=5)(1-2v—=5). )

Kummer gelang es, die Eindeutigkeit der Zerlegung wieder herzustellen, indem er an Stelle der Zerlegung der Zahl
21 die Zerlegung des Hauptideals (21) in Primideale betrachtete. So kann man zum Beispiel zeigen, dass die Ideale
in Z[v—5] gegeben durch

pp=(3,1+2vV=5) , p,=(3,1—2v=5) , p3=(7,1+2v=5) und p,=(7,1—2V-5)

Primideale sind. Obwohl die Faktoren in der Produktdarstellung (*) irreduzibel sind, lassen sich die entsprechenden
Hauptideale weiter zerlegen Mit Hilfe von Lemma 5.7 und Proposition [5.9] berechnet man zum Beispiel

pps = (3,1+2V-5)(7,1+2V=5) = (3-7,(1+2V—=5)-7,3-(1+2v=5),(1+2v=5)(1 +2v—=5))
= (21,7+14V—=5,3+6v/—5—-194+4/—5) = (21,142vV/—5,34+6vV—5,—19+4v/—5) =
(21,14 2vV—=5,34+6V—5,24+4vV—=5) = (21,1+2/=5) = (1+2v=5).

Dabei gilt die Gleichung im vierten Schritt wegenund 7+144/=5 = (14+2+/=5)+2(3+6+/-75), im fiinften wegen
—19 4+ 44/—5+ 21 = 2+ 44/—5. Im vorletzten Schritt wurde verwendet, dass die Elemente 3 + 64/—5 und 2+ 44/—5
beides Vielfache von 1+ 2+/—5 sind und im letzten die Gleichung 21 = (1 + 2+/=5)(1 —2+/=5). Die Rechnung zeigt
also, dass das Hauptideal (1 + 2+/=5) in die Faktoren p; und p; zerfllt.

Durch dhnliche Rechnungen erhélt man die Gleichungen p,p, = (3), pops = (1 —2+/—=5) und psp, = (7). Insgesamt
gilt also

(21)=(3)-(7) = (p1p2)(psps) ,  ebenso (21)=(1+2v=5)(1—2v—=5) = (p1p3)(p2ps)-

Bis auf die Reihenfolge der ,Primfaktoren” p; stimmen die Zerlegungen also iiberein.

Definition 5.13 Sei ¢ : R — S Ringhomomorphismus. Dann nennt man ker(¢) = ¢ ({0s})
den Kern und im(¢) = ¢ (R) das Bild von ¢.

Teil (i) der folgenden Proposition zeigt, dass Kerne von Ringhomomorphismen stets Ideale sind, in Analogie zur Aus-
sage aus der Gruppentheorie, dass es sich bei Kernen von Gruppenhomomorphismen stets um Normalteiler handelt.

Proposition 5.14 Seien R,S Ringe und ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus.

(i) IstJ einIdeal in S, dann ist ¢ ~!(J) ein Ideal in R.
(ii) IstI ein Ideal in R und ¢ surjektiv, dann ist ¢ (I) ein Ideal in S.
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Beweis: zu (i) Wegen ¢(0z) = O und Og € J ist O € ¢ !(J) enthalten. Seien nun a,b € ¢ *(J) und r € R
vorgegeben. Dann gilt ¢ (a), ¢ (b) € J, somit auch ¢p(a+b) €J und a+b € ¢ 1(J). Ebensoist ¢ (ra) = ¢p(r)p(a) €J
und folglich ra € ¢~1(J).

zu (ii) Wegen Oz €1 gilt Og = ¢(0z) € ¢p(I). Seien nun a, b € ¢(I) und s € S vorgegeben. Wegen a, b € ¢ (I) gibt es
a’,b’€Imita=¢(a’)und b= ¢(b).Esfolgta’+b' €lunda+b=¢p(a’)+¢(b")= ¢(a’+b') € ¢p(I). Auf Grund
der Surjektivitét gibt es ein r € R mit ¢(r) =s, und mit a’ ist auch ra’ in I enthalten. Es folgt sa = ¢ (r)¢(a’) € ¢ (I).
O

Ohne die Voraussetzung der Surjektivitat ist Teil (ii) der Proposition im allgemeinen falsch. Betrachtet man z.B. die
Inklusionsabbildung ¢ : Z — @, a — a, dann ist (2) = {2a | a € Z} ein Ideal in Z, aber die Menge M = {2a | a € Z}
ist kein Ideal in Q: Es gilt % €Q, 2€ M, aber % -2¢ M.

Man tiberpriift leicht, dass das Bild im(¢) eines Ringhomomorphismus ¢ : R — S zwar im allgemeinen kein Ideal,
aber immer ein Teilring von S ist. Wie bei den Gruppen oder den linearen Abbildungen zeigt man, dass ein Homo-
morphismus ¢ : R — S genau dann injektiv ist, wenn ker(¢) = {0z} gilt.




§ 6. Faktorringe und Restklassenringe

Zusammenfassung. In der Gruppentheorie haben wir aus einer Gruppe G und einem Normalteiler N < G
eine neue Gruppe G/N konstruiert, die sog. Faktorgruppe von G modulo N. Mit dem gleichen Ansatz werden
wir in diesem Abschnitt einem Ring R und einem Ideal I den Faktorring R/I zuordnen. Auf diesem Weg erhélt
man zum Beispiel fiir jedes n € IN den bereits aus der Linearen Algebra bekannten Restklassenring Z/nZ.
In der Korpertheorie werden wir sehen, dass die Faktorringe eine wichtige Rolle bei der Konstruktion von
algebraischen Erweiterungen spielen.

Das Ziel dieses Abschnitts besteht, neben der Konstruktion der Faktorringe und der Betrachtung von Beispielen,
im Wesentlichen darin, die Satze, die uns fiir Faktorgruppen bereits aus der Algebra-Vorlesung bekannt sind, auf
die Faktorringe zu iibertragen. Fiir konkrete Anwendungen ist es von Bedeutung, und welchen Bedingungen
ein Faktorring R/I ein Integritatsbereich oder sogar ein Korper ist. Dieser Frage gehen wir am Ende des Kapitels
nach.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Definition des Faktorrings R/ — Homomorphiesatz fiir Ringe

(fiir einen Ring R und ein Ideal I) .
— Korrespondenzsatz fiir Ringe

— kanonischer Epimorphismus 7; : R = R/I
P P ! / — Faktorringe von Primidealen sind Integritdtsbereiche

— Faktorringe von maximalen Idealen sind Koérper

In der Gruppentheorie haben wir gesehen, wie die Normalteiler einer Gruppe zur Definition von neuen Gruppen
genutzt werden konnen. Eine dhnliche Rolle spielen die Ideale in der Ringtheorie.

Definition 6.1 SeiR ein Ring, I ein Ideal und a € R. Dann nennen wir die Menge
a+I = {a+iliel}

die Nebenklasse von a modulo I. Die Menge {a + I | a € R} aller Nebenklassen von Elementen
aus R bezeichnen wir mit R/I.

Proposition 6.2 SeiR ein Ring und I ein Ideal. Dann ist die Relation auf R gegeben durch
a=b mod!] & b—a€l

eine Aquivalenzrelation, und die Elemente von R/I sind genau die Aquivalenzklassen dieser
Relation. Man spricht in diesem Zusammenhang von einer Kongruenzrelation und bezeichnet
zwei Elemente a, b in derselben Aquivalenzklasse als kongruent modulo I.
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Beweis: Fiir alle a €R gilt a—a =0 € R und somit a = a mod I. Also ist die Relation reflexiv. Fiir alle a, b € R gilt
die Implikation

a=b modl = b—acl = (1) (b—a)el = a—be€l = b=a modl ,

also ist die Relation symmetrisch. Zum Nachweis der Transitivitét seien a,b,c ERmita =b mod [ und b =c¢ mod I
vorgegeben. Dann gilt b—a €l und c—b € 1. Es folgt c —a = (c—b)+(b—a) € I und damit a =¢ mod I.

Nun zeigen wir noch, dass fiir ein beliebig vorgebenes a € R die Nebenklasse a + I mit der Aquivalenzklasse von a
iibereinstimmt. Nach Definition liegt b € I genau dann in der Aquivalenzklasse von a, wenn a = b mod I gilt, was
nach Definition b — a € I bedeutet. Dies wiederum ist gleichbedeutend mit b=a+(b—a)€a+1. O

Nach Definition sind zwei Elemente a,b € R also genau dann kongruent modulo I, wenn ihre Kongruenzklassen
iibereinstimmen. Aus der Algebra ist bekannt, dass zwei Aquivalenzklassen entweder disjunkt oder gleich sind. Es
gilt also die Aquivalenz

a=b modl] & b—a€l < a+I=b+1 & bea+l. (6.1)

Ein wichtiger Speziallfall ist der Ring R = Z mit den Idealen der Form I = nZ, wobei n € IN ist. Hier wird die
Nebenklasse a + nZ einer Zahl a € Z haufig nur mit a bezeichnet. Ein Problem bei dieser Notation besteht darin,
dass sie die natiirliche Zahl n nicht beinhaltet; so kann 1 fiir 1427, 1+ 3Z oder fiir 1+nZ mit irgendeinem anderen
n stehen. Bei Verwendung der Notation muss also darauf geachtet werden, dass sich das n aus dem Kontext heraus
ergibt.

Proposition 6.3 Die Menge Z/nZ der Kongruenzklassen ist n-elementig, es gilt

Z/nZ = {ala€Z,0<a<n}.

Beweis: Nach Definition gilt Z/nZ = {b | b € Z}. Ist nun b € Z beliebig vorgegeben, dann erhilt man nach Division
mit Rest Elemente q,a € Z mit b =qgn+a und 0 < a < n. Es gilt also b—a = nq € (n), und auf Grund der Aquivalenz
(6.1) folgt @ = b. Dies zeigt, dass Z/nZ aus den angegebenen Klassen besteht.

Um zu sehen, dass die Klassen @ mit 0 < a < n verschieden sind, seien a;,a, € Z mit 0 < a;,a, < nund a, = a,
vorgegeben. Nach (6.1) gilt dann a; —a, € (n), es existiert also ein ¢ € Z mit a; —a, = gn. Wegen |a; — a,| < n ist
dies nur fiir ¢ = 0 moglich. Es gilt somit a; = a,. m|

Fiir die Kongruenzklasse modulo (n) eines Elements a € Z verwendet man héufig die Schreibweise a, und man
schreibt a = b mod n, wenn zwei Elemente kongruent modulo (n) sind.

In der Algebra hatten wir den Begriff des Reprisentantensystems fiir eine Menge von Aquivalenzklassen eingefiihrt.
Dieser Begriff l4sst sich auch hier verwenden. Wie wir gerade gesehen haben, ist fiir jedes n € IN die Menge {a € Z |
0 < a < n} ein Représentantensystem von Z/nZ. Fiir Ideale in Polynomringen gilt

Proposition 6.4 SeiK ein Korper, R = K[x] und f € K[x] ein Polynom vom Grad n > 1. Dann
ist die Teilmenge S = {g € K[x] | g # 0, grad(g) < n} U {0} von K[x] ein Reprasentantensystem
von R/(f).




Beweis: Sei ¢ : S — K[x]/(f) gegeben durch g — g+ (f). Ein Reprisentantensystem liegt vor, wenn die Abbildung
¢ bijektiv ist. Zundchst beweisen wir die Surjektivitdt von ¢. Sei ¢ € K[x]/(f) vorgegeben und g € K[x] mit
g = g+ (f). Durch Division mit Rest erhalten wir Polynome q,r € K[x] mit g = qf + r mit r = 0 oder grad(f) < n.
Nach Definition ist r in S enthalten. AuBerdem gilt g —r € (f) und somit ¢(r)=r+(f)=g+(f)=g.

Seien nun g, g, € S mit ¢(g,) = ¢(g,) vorgegeben. Dann folgt g, + (f) = g, + (f), also g, — g, € (f). Es gibt also
ein ¢ € K[x] mit g; — g, =qf . Im Fall q # 0 wére g, — g, = qf vom Grad = n. Wegen g; = 0 oder grad(g;) < n fur
i = 1,2 ist das jedoch ausgeschlossen. Also muss g, = g, gelten. m|

Proposition 6.5 Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann gibt es (eindeutig bestimmte) Verk-
niipfungen + und - auf R/I mit der Eigenschaft

(a+D+Bb+I)=(a+b)+I und (a+I)-(b+I)=ab+1I fir alle a,b €R.

Beweis: Nach Satz 4.10 aus der Algebra-Vorlesung gentigt es zu zeigen, dass fiir alle ay, a, by, b € I aus ay =a mod I
und by = b mod I jeweils (ag + by) + I =(a+ b)+1 und ayby + I = ab + I folgt. Auf Grund der Voraussetzung gilt
i=a—ay<€lund j=b—by<l.Esfolgt (a+b)—(ag+by) =(a—ay)+(b—by)=i+j eI, also(a+b)e (ay+by)+I
und somit (a + b) + I = (ay + by) + I. Auf Grund der Rechnung

ab_aobo = ab_ab0+ab0_a0b0 = a(b_bo)"l‘(a_ao)bo = a]+bol

gilt ebenso ab —ayby €1, also ab € ayb, + I und somit ab +1 = ayby +1. |

Satz 6.6 SeiR ein Ring und I C R ein Ideal. Dann ist R/I mit den beiden soeben definier-
ten Verkniipfungen ein Ring, den man als Faktorring bezeichnet. Die Abbildung n; : R — R/I
gegeben a — a + [ ist ein Epimorphismus von Ringen, der sog. kanonische Epimorphismus.

Beweis: Wir verwenden die fiir alle a, b € R geltenden Gleichungen (a+1)+(b+1) = (a+b)+Iund (a+1)-(b+I) =
(ab) + 1, um die Giiltigkeit der Ringaxiome in R/I auf die Ringeigenschaften von R zuriickzufiihren. Beginnen wir
mit den Axiomen der Addition. Sind a, b, c € R vorgegeben, dann gilt

((@a+D+B+D))+(c+I) = ((a+b)+D+(c+I) = ((a+b)+c)+1 =
(a+(b+c)N+I = (a+D+((b+c)+I) = (a+D+U(b+D+(c+1).

Also ist das Assoziativgesetz in R/I erfiillt. Ferner gilt (a+1)+(0+1) = ((a+0)+I) = a+I und ebenso (0+I)+(a+I) =
(0+a)+1I = a+1, somit besitzt 0 + I in R/I die Eigenschaften des Nullelements. Aus (a + I) + ((—a) + I) =
(a+(=a))+I=0+4+Tund ((—a)+I)+(a+1I)=((—a)+a)+I=0+I folgt, dass die Nebenklasse (—a) + I beziiglich
der Addition ein zu a + I inverses Element ist. Also hat jedes Element in R/I ein Negatives. Schlief3lich gilt wegen
(a+D)+(b+I)=(a+b)+I=(b+a)+I = (b+I)+(a+I) auch das Kommutativgesetz. Die Axiome der Multiplikation
und das Distributivgesetz verifiziert man nach dem gleichen Schema. Die Nebenklasse 1 + I iibernimmt in R/I die
Rolle des Einselements.

Zum Schluss iiberpriifen wir die Homomorphismus-Eigenschaft der Abbildung ;. Sind a, b € R, dann gilt 7t;(a+b) =
(a+b)+I=(a+I)+(b+I) = r;(a)+m;(b), ebenso nt;(ab) = (ab)+I = (a+I)(b+I) = n;(a)m;(b) und 7r;(1) = 1+1.
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Offenbar ist 7t; surjektiv, denn jedes Element in R/I hat die Form a +1 fiir ein a € R, es liegt also wegen 7t;(a) = a+1
im Bild von m;. m|

Als Beispiel betrachten wir den Ring Z/4Z. Es sei noch einmal daran erinnert, dass 0, 1,2, 3 Kurzschreibweisen fiir
die Elemente 0 + 47,1 + 47,2 + 47,3 + 4Z sind. Die Addition und Multiplikation des Rings Z /47 sind durch die
folgenden Verkniipfungstafeln gegeben.

(+jojij2js) [-Jlojij2]s]
ojjo(112|3 o|fofofofo
T[T(z(3(0] [1]0]1|2]3
51z(3(6(1] [Z]5]2]0]2
SI3(i(i(2] [3]0|3[32]1

Beispielsweise gilt 2+ 3 = 5 = 1, wobei die Gleichung 5 + 47 = 1 + 47 durch 5 — 1 = 4 € 47 zu Stande kommt. Auf
dieselbe Weise iiberpriift man 2 -3 = 6 = 2, denn es ist 6 + 47 = 2 + 47 wegen 6 — 2 = 4 € 47.. Man beachte, dass
7./47 kein Integrititsbereich ist: Es gilt 2- 2 = 4 = 0, obwohl 2 # 0 ist.

Neben {0, 1,2, 3} ist auch {1,2,3,4} ein Reprisentantensystem von Z/4Z. Es gilt also auch Z/4Z = {1,2, 3,4}. Mit
dieser Darstellung der Elemente sehen die Verkniipfungstabellen folgendermaf3en aus.

(+l1]2)sf4) [-1]2]3]4]
12(3(4(1 1111234
53(a(i]2| [2]2|4|32a
sla(i|3(3] [313|2[1]4
i|i(3(3]3] [4|3|4]4]a

Auch hier iiberpriifen in jeder Tabelle exemplarisch je einen Eintrag. Es gilt 4+3 = 7 = 3, denn wegen 7—3 = 4 € 47
ist 7+ 47 = 3 + 47. Ebenso findet man 3 -4 = 12 = 4, denn wegen 12 —4 = 8 € 47 ist 12 + 47 = 4 + 47Z. Man
beachten, dass 4 das Null- und 1 das Einselement von Z/4Z = {1, 2, 3,4} ist.

Satz 6.7 Sein € IN. Genau dann ist Z/nZ ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis: ,=“ ImFall n = 1ist Z/nZ ein Nullring und damit kein Korper. Ist n > 1 keine Primzahl, dann gibtes r,s € IN

mit 1 < r,s < nund n = rs. Es folgt dann 7,5 # 0 und 7§ = i1 = 0. Dies zeigt, dass Z/nZ kein Integritatsbereich ist.
Nach Definition [1.4|ist Z/nZ damit auch kein Kérper.

»&“ Sei p = n eine Primzahl. Dann enthélt Z/pZ jedenfalls mehr als ein Element und ist damit kein Nullring. Sei
nun a € Z/pZ ein Element ungleich Null und a € Z mit @ = a + pZ. Wegen a + pZ # 0 ist a kein Vielfaches von p,
und weil p eine Primzahl ist, muss der grofdte gemeinsame Teiler von a und p gleich 1 sein. Nach dem Lemma von
Bézout gibt es x, y € Z mit xa+ yp = 1. Es folgt xa = xa+ pZ = (xa+pZ)+(0+pZ) = (xa+pZ)+ (yp+pZ) =
(xa+yp)+pZ=1+pZ=1. Also ist a in Z/pZ invertierbar. Somit haben wir gezeigt, dass jedes Element a # 0 in
7./ pZ ein Inverses besitzt, und folglich ist Z/pZ ein Korper. O

Ist p eine Primzahl, dann verwendet man fiir den Korper Z/pZ auch die Bezeichung I,. (Dabei steht der Buchstabe
IF fiir field“, engl. , Korper“.)




Der euklidische Algorithmus kann verwendet werden, um die multiplikativen Inversen von Elementen der Korper I,
zu bestimmen. Sei beispielsweise p = 43 und @ = 37 € FF,;. Der euklidische Algorithmus liefert fiir die Gleichung
37x +43y =1 die Losung x =7, y = —6. In F,; giltalso 37-7=1und 37 ' =7.

Als weiteres Beispiel betrachten wir den Korper ;5. Mit dem soeben beschriebenen Verfahren findet man hier fiir
die Elemente # 0 die folgenden multiplikativen Inversen.
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Auch mit Polynomringen lassen sich Restklassenringe bilden. Sei zum Beispiel R = R[x] und I = (f) mit f = x2+ 1.
Dann gilt in R/I die Gleichung

(x+D-(x+I) = x>41 = (2+EEDE+1)+I = (D+I

wobei im zweiten Schritt verwendet wurde, dass (—1)(x2+1) in I liegt. Man iiberpriift leicht, dass durch ¢ : R — R/I,
a — a + I ein Monomorphismus von Ringen definiert ist. Die Homomorphismus-Eigenschaft ist offensichtlich, und
ist a € R ein Element im Kern, dann folgt aus a + I = 0 + 1, dass a in I liegt, also von x2 + 1 geteilt wird. Wegen
grad(x? + 1) = 2 ist dies nur fiir a = 0 méglich. Mit Hilfe von Satz erhélt nun man einen Erweiterungsring C
von R und einen Isomorphismus ¢ : C — R/I mit ¢ |r = ¢. Fiir das Element i = d N x+1) gilt

i = $U+DN = $TCP+D = FTHED+D = -1
Wir werden in Kiirze noch sehen, dass C ein Korper ist. Es handelt sich dabei um den Koérper C der komplexen Zahlen!
Wie in der Gruppen- gibt es auch in der Ringtheorie induzierte Homomorphismen und einen Homomorphiesatz.

Proposition 6.8 Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus und I C R ein Ideal mit I C ker(¢).
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus

¢ :R/I—FR mit ¢(a+1)=¢(a) fiiralle aeRr.

Man bezeichnet ihn als den von ¢ induzierten Homomorphismus.

Beweis: Fiir die Existenz der Abbildung ¢ geniigt es nach Satz 4.10 aus der Algebra-Vorlesung zu zeigen, dass fiir
alle ay,a € I aus a, = a mod I jeweils ¢(a) = ¢(a,) folgt. Auf Grund der Voraussetung gilt a — a, € I und damit
auch a —a, € ker(¢p). Es folgt ¢ (a) = ¢p(a—ag+ay) = p(a—ay) + P(ay) = 0 + P (ag) = ¢(ag)-

Dass ¢ ein Homomorphismus von Ringen ist, folgt unmittelbar aus der bewiesenen Gleichung und der Homomor-
phismus-Eigenschaft von ¢. Zunichst gilt ¢(1 + 1) = ¢(1) = 1. Seien @, b € R/I vorgegeben und a,b € R mit
d=a+I,b=b+I.Danngilt p(@a+b)=p((a+DN+B+1))=¢(a+b)+I) = p(a+b)=¢(a)+ ¢(b) =
dla+1)+P(b+1)= ¢(a)+ $(b). Der Beweis der Gleichung ¢(ab) = ¢(a)¢(b) lauft analog. O

Satz 6.9 (Homomorphiesatz fiir Ringe)

Sei ¢ : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen und I = ker(¢). Dann induziert ¢ einen
Isomorphismus ¢ : R/I — im(¢) von Ringen.




Beweis: Auf Grund der Proposition existiert ein Homomorphismus ¢ : R/I — R’ mit ¢(a +1) = ¢ (a) fiir alle a €R.
Insbesondere gilt im(¢) = im(¢), so dass durch ¢ ein surjektiver Homomorphismus auf im(¢) gegeben ist. Zum
Nachweis der Injektivitit sei @ € ker(¢) vorgegeben. Ist a € R mit a + I = &, dann gilt ¢(a) = ¢(a) = Oz und somit
a€l.Esfolgt@a=a+1I=0+]I.Der Kern von ¢ ist somit gleich {0+ I}, und folglich ist ¢ injektiv. O

Satz 6.10 (Korrespondenzsatz fiir Ideale)

Sei R ein Ring, I ein Ideal und « : R — R/I der kanonische Epimorphismus. Sei .# die Menge
der Ideale von R/I und .#; die Menge der Ideale J von R mit J 2 I.

(i) Die Zuordnungen ¢ : .%, — .4, J — n(J) und ¢ : & — .4, J — m'(J) sind bijektiv und
zueinander invers.

(ii) Fiir alle Ideale J,K € .4, gilt J CK < 7w(J) € 7(K).

Beweis: zu (i) Zum Nachweis von 1 o ¢ =id, muss fiir jedes J € .4 gezeigt werden, dass 1 (n(J)) =J gilt. Ist
a € J, dann gilt w(a) € n(J) und damit auch a € n~!(n(J)). Sei umgekehrt a € n~!(n(J)) vorgegeben. Dann gilt
n(a) € ©(J), es gibt also ein b € J mit 7(a) = n(b). Wegen n(a —b) = n(a) —n(b) =0 folgt a—b €I, denn I ist
offenbar genau der Kern des kanonischen Epimorphismus. Damit liegt auch a = (a—b)+ b € J.

Nun beweisen wir ¢ o1 = id , und zeigen dafiir, dass (7 ~1(J)) = J fiir jedes Ideal J von R/I erfiillt ist. Sei zunéchst
a € J vorgegeben und a € R mit a +I = a. Dann gilt 7(a) = @ € J und somit a € 7(J). Dies wiederum bedeutet
m(a) € n(n~'(J)). Die Inklusion m(7w~*(J)) € J ist nach Definition von Bild- und Urbildmenge klar.

zu (ii) AusJ C K folgt offenbar 7w(J) € 7(K). Ist umgekehrt 7(J) € ©(K) vorausgesetzt, dann folgt unter Anwendung
des Ergebnisses aus Teil (i) J = 7~ }(n(J)) € n'(n(K)) =K. O

Wir werden den Korrespondenzsatz nun anwenden, um die Primideale und die maximalen Ideale iiber ihre Restklas-
senringe zu charakterisieren.

Lemma 6.11 Ein Ring ist genau dann ein Korper, wenn (0) und (1) die einzigen Ideale des
Rings sind und (0) # (1) gilt.

Beweis: ,=“ SeiR ein Korper und I C R ein Ideal. Im Fall I # (0) sei a € I ein beliebiges Element ungleich Null.
Dann liegt auch 1 = a~!a in I, und es folgt I = (1). Auf Grund der Kérpereigenschaft gilt auch 0 # 1 und somit

(0) # (D).

,<=%“ SeiR ein Ring mit der Eigenschaft, dass (0) # (1) die einzigen Ideale in R sind. Ist a € R ein beliebiges Element,
dann gilt entweder (a) = (0) oder (a) = (1). Im ersten Fall ist a = 0, im zweiten liegt 1 in (a), und es gibt somit ein
r € Rmit ra = 1. Also ist a in diesem Fall eine Einheit. Wir haben somit gezeigt, dass jedes Element ungleich Null in
R invertierbar ist. Dies zeigt, dass R entweder ein Nullring oder ein Korper ist. Aber wegen (0) # (1) gilt 0 # 1, und
folglich ist R kein Nullring. m|




Satz 6.12 SeiR ein Ring, p C R ein Ideal und R =R/p.

(i) Genau dann ist p ein Primideal, wenn R ein Integritétsbereich ist.

(ii) Genau dann ist p ein maximales Ideal, wenn R ein Koérper ist.

Beweis: ,,=“ Wegen p # (1) besteht R aus mehr als einem Element, ist also kein Nullring. Seien nun @, b € R mit
db = 0+ p vorgegeben. Sind a,b € Rmita =a+p und b = b +p, dann gilt (ab) +p=(a+p)(b+p)=ab=0+p
und folglich ab € p. Aus der Primideal-Eigenschaft erhalten wir a € p oder b € p und somit @ = 0+ p oder b = 0+ p.

,<“ Ist R ein Integritiitsbereich, dann ist R insbesondere kein Nullring. Deshalb muss p # (1) gelten. Seien nun
a,b € R mit ab € p vorgegeben. Dann gilt (a + p)(b + p) = (ab) +p = 0 + p. Weil R ein Integrititsbereich ist, folgt
darausa+p=0+poder b+p=0+p, alsoa €p oder b € p.

zu (ii) Auf Grund des Korrespondenzsatzes gibt es eine Bijektion zwischen den Idealen J von R mit p € J C (1) und
den Idealen von R. Ist p ein maximales Ideal, dann ist p ¢ (1), und fiir jedes Ideal J mit p € J C (1) gilt p = J oder
J = (1). Dies bedeutet, dass der Faktorring R/p genau zwei Ideale besitzt, namlich (0) oder (1). Also ist R/p ein
Korper. Setzen wir dies umgekehrt voraus, dann sind (0) # (1) die einzigen beiden Ideale im Faktorring. Es gilt dann
p € (1) in R, denn ansonsten gébe es im Faktorring nur ein einziges Ideal. Zugleich ist p maximal, denn jedes Ideal
J mit p € J < (1) wiirde ein Ideal J mit (0) CJ < (1) im Faktorring liefern. O

Folgerung 6.13 Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.

Beweis: Dies folgt direkt aus Satz[6.12] da jeder Korper ein Integritédtsbereich ist. |

Aus den Sitzen[6.12|und|6.7]folgt zum Beispiel, dass im Ring Z die Hauptideale (p) von Primzahlen p alles maximale
Ideale sind. Nach Folgerungl6.13]sind dies auch alles Primideale. Dass umgekehrt nicht jedes Primideal ein maximales
Ideal ist, sieht man am Nullideal (0) von Z. Wie man an Hand der Definition unmittelbar iiberpriift, ist (0) ein
Primideal. Andererseits ist es z.B. wegen (0) € (2) £ (1) kein maximales Ideal.




§ 7. Der Chinesische Restsatz

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt lernen wir eine erste wichtige Anwendung der Faktorringe kennen,
den Chinesischen Restsatz. In seiner klassischen Form besagt er, dass jedes System von Kongruenzen zu paar-
weise teilerfremden Zahlen eine Losung besitzt. Beispielsweise besitzt das System x =3 mod 5 und x = 4
mod 7 die Losung x = 18. Wir formulieren und beweisen aber eine allgemeinere Fassung, in der Z durch
einen beliebigen Ring R und die teilerfremden Zahlen durch teilerfremde Ideale ersetzt werden. Anschliel3end
diskutieren wir einige Anwendungen. Unter anderem werden wir sehen, dass der Chinesische Restsatz auch
bei der Losung von Polynomgleichungen verwendet werden kann. Nebenbei stellt sich heraus, dass die Null-
stellenzahl von Polynomen iiber Nicht-Integritdtsarbeiten auch héher als der Polynomgrad sein kann, was fiir
Korper nach Folgerung ausgeschlossen ist.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze

— Teilerfremdheit bei Idealen — Chinesischer Restsatz fiir Ringe

Definition 7.1 SeiR ein Ring. Zwei Ideale I,J in R werden teilerfremd genannt, wenn I +J =
(1) gilt, wobei (1) wie tiblich das Einheitsideal in R bezeichnet.

Diese Bezeichnung wird durch das folgende Lemma gerechtfertigt.

Lemma 7.2 SeiR = Z, und seien m,n € IN. Genau dann sind die Ideale I = (m) und J = (n)
teilerfremd, wenn m, n als nattirliche Zahlen teilerfremd sind.

Beweis: Sind m und n teilerfremd, dann gibt es nach dem Lemma von Bézout a, b € Z mit am + bn = 1. Es folgt
le(m)+((n)=1+J,alsoI+J = (1). Setzen wir umgekehrt I +J = (1) voraus. Dann liegt 1 in I + J, es gibt also
a,b €Z mit 1 = am + bn. Ist d ein gemeinsamer Teiler von m und n, dann teilt d auf Grund der Gleichung auch 1.
Dies zeigt, dass m und n teilerfremd sind. m|

Lemma 7.3 SeiR ein Ring, und seien [, ..., I,,,J Ideale in R, wobei I, ..., I,,, jeweils teilerfremd
zu J sind. Dann ist auch das Produkt I; - ... - I,,, teilerfremd zu J.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion {iber m. Sei zunichst m = 2. Dann ist die Gleichung
LI, +J = (1) zu zeigen. Nun gilt

und somit I;I, +J = (1). Sei nun die Behauptung fiir m bereits bewiesen, und seien I, ...,[,,,1,J Ideale, welche
die Voraussetzung des Lemmas erfiillen. Nach Induktionsannahme sind die Ideale I = I, - ... - I, und I,,,; beide
teilerfremd zu J. Auf Grund des bereits bewiesenen Falls m = 2 ist auch I1,,,,; =I; ... - I, - [, teilerfremd zu J. O
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Proposition 7.4 SeiR ein Ring, und seien I, ..., I,,, Ideale in R, die paarweise teilerfremd sind.
Danngiltl;-...- I, =1, N...N1I,.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber R und beginnen mit dem Fall m = 2. Nach
Lemma gilt I;I, € I, und LI, C I,, insgesamt also I;I, € I; NI,. Sei nun umgekehrt r € I, N I, vorgegeben.
Wegen I, + I, = (1) gibt es Elemente a, € I; und a, € I, mit a; + a, = 1. Es folgt

r = r-1 = r(ag+ay) = ra +ra,.

Die Elemente ra; und ra, liegen beide in I;I,, also gilt dasselbe auch fiir die Summe. Sei nun die Behauptung fiir
m bereits bewiesen, und seien Iy, ..., I,;; paarweise teilerfremde Ideale. Sei J =1, - ... I,. Nach[7.3|sind J und I,
teierfremd. Die Induktionsvoraussetzung liefert also

(Ilﬂ...ﬂfm)ﬂlm_H . JﬂIm+1 == JITTH—] e 11‘...‘Im‘Im+1. O

Satz 7.5 (Chinesischer Restsatz)
SeiR ein Ring, I, ..., I, paarweise teilerfremde Ideale in Rund I = - ...- I, Dann gibt es einen

Isomorphismus von Ringen

¢ :R/I —> (R/I}) % ... x (R/I,,) mit ¢(a+I1)=(a+I,..,a+1,) firale a€cR.

Beweis: Sei ¢ : R— (R/I}) % ... x (R/I,,) gegeben durch ¢(a) = (a+1Iy,...,a+1,). Nach[7.4gilt ] =1, N...NI,. Ein
Element a € R liegt genau dann im Kern von ¢, wenn a + I, = I} < a € [} fiir 1 < k < m gilt. Dies wiederum ist
dquivalent zu a € I. Es gilt also I = ker(¢). Nach Proposition 6.8 gibt es einen Homomorphismus

¢ :R/T— (R/I}) ... x (R/Ty,)

mit ¢(a+1) = (a +Iy,...,a + I,,), und nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe ist ¢ ein Isomorphismus, wenn ¢
surjektiv ist. Dies beweisen wir nun durch vollstdndige Induktion {iber m.

Sei zunédchst m = 2 und (a, +1;, a,+1I,) € (R/I;) x(R/I,) vorgegeben. Weil I, und I, teilerfremd sind, gibt es Elemente
31 EII, 32612 mitsl +32 = 1. Es gilt dannsl +Il :IIJ 51 +IZ :(1_32)+12 == 1+12, 82+Il =(1_51)+11 = 1+Il
und s, + I, = I,. Bilden wir nun das Element a = s,a; + s;a,, dann folgt

a+l; = (sp+I))(ay+L)+(s;+)(ay+1,) = (A+L)a;+1)+O0+L)ay+) = a;+1;
und ebenso
at+l, = (so+L)a;+L)+(s;+L)ay+1,) = (O+L)a;+L)+(1+L)ay+L) = ay+I,

insgesamt also ¢(a) = (a +I;,a+1,) = (a; + I;,a, + I,). Sei nun m € IN, und setzen wir die Aussage fiir dieses m
voraus. Seien I, ..., I, teilerfremde Ideale und das Element

(a1 +1y,ean+ 1, a0 ) € R/ X .o x(R/L,) X (R i)
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vorgegeben. Nach Induktionsvoraussetzung finden wir ein Element a’ € R mit a’ + I}, = a; + I; fir 1 < k < m. Die
Ideale J =1, - ... I,, und I, sind nach[7.3]teilerfremd. Wiederum auf Grund der Induktionsvoraussetzung finden
wir eina €Rmita+J =a’+J und a+1,,,1 = dy4q +Ip4q. Die Gleichung a +J = a’ +J ist dquivalent zua—a’ € J,
undausJ C I, firl <k <mfolgta—a’ €,alsoa+I, =a +I, = a, + I fiir 1 <k < m. Insgesamt gilt also
at+h=aq+ firl<k<m+1lund ¢p(a)=(a; + 11, Qps1 + [ns1)- O

Wir behandeln eine Reihe von Anwendungsbeispielen fiir den Chinesischen Restsatz.

Beispiel 1:  Gesucht wird die Menge A aller ganzen Zahlen a € Z, welche die Kongruenzbedingungen
a=0 mod2 , a=2 mod3 , a=4 mod5

erfiillen. Wir werden mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes zeigen, dass die Menge dieser Zahlen durch
A=14+30Z = {14+ 30k | k € Z} = {14,44,74,104, ...} U {—16,—46,—76,—106, ...} gegeben ist.

Nach Definition der Kongruenzen liegt ein a € Z genau dann in der Losungsmenge A des Systems, wenn die Gleichung
(a+2Z,a+3%Z,a+572)=(0+27,2+ 37,4+ 57) im Ring Z /27 x 7Z./]37 x 7./ 57 erfiillt ist. Wir zeigen mit dem
Chinesischen Restsatz, dass dies genau auf die Elemente a € 14 + 30Z zutrifft.

Als erstes iiberpriifen wir, dass der Chinesische Restsatz in dieser Situation anwendbar ist. Die Zahlen 2, 3, 5 sind
paarweise teilerfremd, also gilt dasselbe fiir die Ideale I, = (2), I = (3) und I5 = (5) des Rings Z der ganzen
Zahlen. Das Produktideal I,I5Is ist gleich (2 -3 -5) = (30). Nach dem Chinesischen Restsatz gibt es also einen
Ringisomorphismus

¢ :7/30Z — 7/27 x 7./3Z x Z,/5Z mit ¢(a+30Z)=(a+2Z,a+37Z,a+57)

fiir alle a € Z. Wir suchen nun ein Urbild von (0 + 27, 2 + 37,4 + 5Z7.) unter diesem Isomorphismus. Jedes Element
in Z/30Z wird durch ein a € Z mit 0 < a < 30 représentiert. Gilt a + 5Z = 4 + 5Z, dann ist a in der Menge
{4,9,14,19, 24,29} enthalten. Unter diesen sechs Elementen a + 3Z = 2 + 37, namlich 14 und 29. Dabei ist 14 das
einzige Element a, das zusitzlich noch die Bedingung a 4+ 27 = 0+ 2Z Damit haben wir das Urbild von (0 + 27,2 +
37,4+ 57) im Ring 7Z/30Z gefunden: Es gilt

$(14+30Z) = (14+27,14+37,14+5Z) = (0+27Z,2+37,4+57).

Nun beweisen wir die Gleichung A = 14+ 30Z. ,C“ Ista €A, dann gilt (a + 2Z,a + 3Z,a + 5Z) = ¢(a + 30Z) =
(0+ 27,2+ 37,4+ 5Z). Auf Grund der Injektivitit von ¢ folgt a +30Z = 14+ 307, also a € 14+ 30Z. ,2“ Liegt

a in 14 + 307, dann gilt a + 30Z = 14 + 30Z und somit (a + 2Z,a + 3Z,a + 57Z) = ¢(a + 30Z) = ¢(14+ 30Z) =
(04 27,2 + 37,4+ 57). Daraus folgt a € A.

Bei grof3eren Zahlen bietet es sich an, mit dem Euklidischen Algorithmus zu arbeiten.

Beispiel 2:  Wir suchen eine Losung x € Z des Kongruenzsystems
x=15 mod59 , x=20 mod73.

Da 59 und 73 Primzahlen sind, gilt ggT(59,73) = 1. Damit ist der Chinesische Restsatz anwendbar. Es ist 59 - 73 =
4307, und auf Grund des Satzes ist

¢ :7./430772 — Z./597. x 7./]737, , a+43077Z — (a+59Z,a+ 737)




ein Ringisomorphismus. Um eine Losung des Kongruenzsystems zu finden, miissen wir ein Urbild des Elements
(15 + 597,20 + 737.) unter diesem Isomorphismus bestimmen. Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus finden wir
zunéchst die Darstellung 26 - 59 + (—21) - 73 = 1 des grol3ten gemeinsamen Teilers von 59 und 73. Diese Gleichung
liefert uns

¢(—1533 +43077Z) = ¢((—21)-73+43077Z) = (1+(—26)-59+59Z,(—21)-73+737Z) = (1+59Z,0 + 737)
und
¢(1534+4307Z) = ¢$(26-59+43077Z) = (26:-59+597,1+21-73+737Z) = (0+597Z,1+737).

Wir berechnen 15 - (—1533) + 20 - 1534 = 7685 und 7685 + 43077 = —929 + 4307Z. Dieses Element wird auf
(15 + 597,20 + 737.) abgebildet. Damit haben wir eine Losung des Kongruenzsystems gefunden, denn tatséchlich
gilt

—929=15 mod 59 und —929=20 mod 73. O

Der Chinesische Restsatz kann auch verwendet werden, um Losungen von Polynomgleichungen in Restklassenringen
zu bestimmen.

Beispiel 3: Wir zeigen, dass das Polynom f = x? — x € R[x] iiber dem Ring R = Z/35Z genau vier Nullstellen
besitzt, ndmlich

0, 1, 15 und 21.
SeiaeZund a=a+35Z € 7/35Z.1st ¢ : /357 — Z./57. x 7./ 77, der Isomomorphismus aus dem Chinesischen
Restsatz, dann gilt also ¢(@) = (a +5%,a + 7Z). Da ¢ ein Ringisomorphismus ist, gilt die Aquivalenz

fla)=0 & a@-a=0 o ¢@’-¢9@=4¢0) <
(a+5Z,a+7Z)—(a+5Z,a+77Z)=(0+5Z,0+77Z)
& (a+52)?—(a+52)=0+5Z A (a+7Z)*—(a+7Z)=0+7Z.

Da IFs = 7Z/57Z und F, = Z/77 Korper sind, besitzt die Gleichung x* — x = 0 dort jeweils genau zwei Losungen,
namlich a +5Z € {0+ 57,1+ 5%} bzw. a+ 7Z € {0+ 77,1 + 77}. Es gilt also

(a+52)—(a+52)=0+5Z A (a+72)?—(a+72Z)=0+77Z <
a+52€{0+52,1+5Z} AN a+7Z€{0+72,1+ 77}
< (a+5Z,a+772) € {(0+5Z,0+7%Z), (1+5Z,0+7Z), (0+5Z,1+77Z), (1+5Z,1+77Z)}.

Die Gleichung (a + 5Z,a + 7Z) = (0 + 57,0 + 7Z) ist 4quivalent zu ¢(a) = (0 + 5Z,0 + 7Z) = ¢(0), auf Grund der
Injektivitit von ¢ also zu @ = 0. Mit dem Verfahren aus Anwendungsbeispiel 1 findet man ¢(21) = (1 +5Z,0 + 7Z)
und ¢(15) = (0 + 57,1 + 7Z). Daraus folgt

(a+5Z,a+72Z)=(1+5Z,0+7Z) < a=21 , (a+5Z,a+7Z)=(0+5Z,1+7Z) < a=1

und schlieRlich (a + 5Z,a + 7Z) = (1 + 57,1+ 7Z) < a = 1. Insgesamt haben wir damit die Aquivalenz

fiir alle a € Z,/357Z bewiesen.




§ 8. Die Struktur der primen Restklassengruppen

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt setzen wir den Chinesischen Restsatz ein, um die Struktur der Ein-
heitengruppen (Z/mZ)* der Restklassenringe zu kliren, die auch prime Restklassengruppen genannt werden.
In vielen Bereichen der Elementaren Zahlentheorie und Kryptographie spielen diese Gruppen eine wichtige
Rolle.

Fiir die Untersuchung der Struktur stellen wir zunéchst fest, dass (Z/mZ)* eine endliche abelsche Gruppe ist.
Aus der Algebra-Vorlesung wissen wir bereits, dass jede solche Gruppe isomorph zu einem Produkt C; x...x C,
von zyklischen Gruppen C; ist. Mit dem Chinesischen Restsatz kann die Untersuchung auf den Fall zuriickge-
fiihrt werden, dass m eine Primzahlpotenz ist. Ist m eine Primzahl, dann handelt es sich bei Z/mZ um einen
Korper; auf Grund eines allgemeinen Satzes ist dessen multiplikative Gruppe zyklisch. Im Fall, dass m Potenz
einer ungeraden Primzahl p ist, kann nun durch ein Induktionsargument gezeigt werden, dass (Z/mZ)* eben-
falls zyklisch ist. Bei Potenzen der Primzahl 2 ist die Sache komplizierter. Hier ist die prime Restklassengruppe
in der Regel ein direktes Produkt von zwei zyklischen Gruppen.

Zentrale Sditze

— Fiir teilerfremde m,n € IN gilt (Z/mnZ)* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)*.

— Fiir jede ungerade Primzahl p und alle r € IN gilt (Z/p"Z)* = Z/p"(p — 1)Z.
— Ist K ein Korper und U eine endliche Untergruppe von K*, dann ist U zyklisch.

— Esgilt (Z/27)* = {1}, (Z/4Z)* = 7Z/27Z und (Z/2"Z)* = 7./]27. x 7.]2"*Z fiir r > 3.

Im folgenden werden wir mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes die Einheitengruppen der Ringe Z/nZ néher unter-
suchen. Wir beginnen mit einer allgmeinen Bemerkung zu den Einheiten in beliebigen Ringen.

Lemma 8.1 Seien R und S Ringe. Dann gilt

@ (RxS)*=R*xS8*
(ii) Ist ¢ : R — S ein Isomorphismus von Ringen, dann gilt ¢(R*) = S*. Insbesondere sind
die Einheitengruppen R* und S* also isomorph.

Beweis: zu (i) ,,.C“ Das Einselement des Rings R x S ist (15, 15). Ist (a, b) € (R x S)*, dann gibt es nach Definition
ein Paar (¢,d) € R x S mit (ac, bd) = (a, b)(c,d) = (1, 15). Es gilt also ac = 1z, bd = 15 und damit a € R*, b € S*.
,2“ Sei(a,b) € R* x §*. Dann gibt es Elememte ¢ € R und d € S mit ac = 1z und bd = 1. Insgesamt erhalten wir
(a,b)(c,d) = (ac,bd) = (1g, 1) = 14, also (a, b) € (R x S)*.

zu (ii) Wir beweisen zunéchst die Inklusion ¢(R*) € S*. Sei a € ¢(R*). Dann gibt es ein b € R* mit ¢(b) = a. Weil
b eine Einheit ist, existiert ein ¢ € R* mit bc = 1z, und es folgt ap(c) = ¢ (b)p(c) = ¢ (bc) = ¢(1z) = 1. Dies zeigt,




dass a eine Einheit in S ist. Wir kénnen nun dasselbe Argument auf den Ringhomomorphismus ¢! anwenden und
erhalten ¢ (S*) C R*. Anwendung von ¢ auf beide Seiten liefert S* C ¢(R*). Insgesamt gilt also ¢p(R*) =S*. O

In der Gruppentheorie haben wir den Exponenten einer Gruppe G definiert. Es handelt sich um die kleinste Zahl
n € IN mit der Eigenschaft g" = e fiir alle n € IN.

Proposition 8.2 Sei G eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten n. Dann gibt es in G
ein Element der Ordnung n.

Beweis: Aus der Gruppentheorie ist bekannt, dass G als endliche abelsche Gruppe isomorph zu einem direkten
Produkt endlicher zyklischer Gruppen ist. Es gibt also m,, ..., m, € IN mit

G = Z/mZx..xZ/m/Z.

Der Einfachheit halber konnen wir annehmen, dass G zu dem Produkt auf der rechten Seite nicht nur isomorph
ist, sondern damit iibereinstimmt. Sei nun m der Exponent von G. Wir zeigen, dass m mit { = kgV(m,,...,m,)
iibereinstimmt. Nach Definition des Exponenten gilt mg = O fiir g € G. Insbesondere gilt

m(l+mZ,..,1+m,2)=0;, < m+m7Z,...m+m.72)=(m7Z,...m7) <

m+mZ=mZfirl<k<r & mmfirl<k<r

Also ist m jedenfalls ein gemeinsames Vielfaches von m,,...,m, und damit auch ein Vielfaches von ¢. Weil { ein
Vielfaches von my, ..., m, ist, gilt andererseits fiir alle a;, ...,a, € Z und 1 < k < r jeweils my|(£ay), also Lay + mZ =
m;Z und somit

L(ay +mZ,...;a, +m,2) = (({Lay+mZ,...La,+m.Z) = (mZ,...,mZ) = Og.

Nach Definition des Exponenten folgt daraus £ > m. Aus £|m und ¢ > m folgt £ = m. Die Rechung von oben zeigt
dartiber hinaus, dass (1 +m;Z,...,1 + m,Z) ein Element der maximalen Ordnung m ist. O

Satz 8.3 Sei K ein Korper und U eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe K*.
Dann ist U zyklisch. Insbesondere ist die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers immer
eine zyklische Gruppe.

Beweis: Sei n = |U| und d der Exponent von U. Nach dem Satz von Lagrange ist ord(a) fiir jedes a € U jeweils
ein Teiler von n, also gilt a” = 1 fiir alle a € U. Dies zeigt, dass d < n gilt. Andererseits gilt nach Definition des
Exponenten auch a? = 1 fiir alle a € U. Damit sind alle Elemente aus U Nullstellen des Polynoms f = x?—1 € K[x].
Aber ein Polynom vom Grad d iiber einem Korper kann nach Folgerung hochstens d Nullstellen besitzen. Daraus
folgt n < d, insgesamt n = d. Nach Prop. gibt es in U ein Element der Ordnung n. Also ist U zyklisch. m|

Proposition 8.4 Seine€N,n>2,a € Z/nZ und a € Z mit a = a +nZ. Genau dann ist a eine
Einheit in Z/nZ, wenn ggT(a,n) = 1 gilt. Die Einheitengruppe (Z/nZ)* des Restklassenrings
7./n’Z. bezeichnet man auch als prime Restklassengruppe modulo n.




Beweis: ,=“ Ist a+nZ eine Einheit, dann gibt es ein b € Z mit (a+nZ)(b+nZ) = 1+nZ. Daraus folgt ab = 1+nZ.
Es gibt also ein k € Z mit ab = 1+kn. Ist nun d ein gemeinsamer Teiler von a und n, dann teilt d auch ab+(—k)n = 1.
Dies zeigt, dass a und n teilerfremd sind.

»<=" Sind a und n teilerfremd, dann gibt es nach dem Lemma von Bézout ganze Zahlen k,{ mit ak + n{ = 1. Es
folgt (a + nZ)(k + nZ) = ak + nZ = (ak + nl) + nZ = 1+ nZ, also ist a + nZ in Z/nZ invertierbar und damit eine
Einheit. O

Die Anzahl der Elemente in (Z/nZ)* wird durch die sogenannte Eulersche y-Funktion beschrieben, die durch
pn) = HkeZ|1<k<n, ggT(k,n)=1} gegeben ist.

Fiir eine Primzahl p ist ¢(p) = p — 1, denn in diesem Fall ist Z/pZ nach Satz ein Korper und damit jedes
Element auller der Null invertierbar. Ist n eine Primzahlpotenz, n = p" fiir eine Primzahl p und ein r € IN, dann gilt
¢(n) =p~Y(p—1) =p" —p . Die einzigen Zahlen zwischen 1 und p", die nicht teilerfremd zu p” sind, sind die
Vielfachen von p, und von denen gibt es in diesem Bereich %r = p"~! Stiick. Es bleiben also p” — p"~! Zahlen iibrig.

Folgerung 8.5 Ist p eine Primzahl, dann gilt (Z/pZ)* = Z/(p — 1)Z.

Beweis: Wie wir bereits festgestellt haben, gilt |(Z/pZ)*| = ¢(p) = p — 1. Aullerdem ist (Z/pZ)* nach Satz
zyklisch, damit isomorph zu Z/(p — 1)Z. O

Eine Zahl a € Z mit der Eigenschaft (Z/pZ)* = (a+ pZ) wird Primitivwurzel modulo p genannt. Es ist zwar keine
Formel bekannt, mit der sich ein solches a bestimmen l4sst, aber man kann folgenden Satz aus der Gruppentheorie
zur Hilfe nehmen, um es zu finden: Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung n und gilt g% # e fir alle Primteiler
p von n, dann ist g ein erzeugendes Element, es gilt also G = (g).

Beispiel: Wir bestimmen eine Primitivwurzel modulo 43. Die Gruppenordnung von (Z/437.)* ist 42 =2-3-7, ein
Element a € (Z/437)* ist also genau dann eine Primitivwurzel, wenn a™ # 1 fiir alle m € {%, %, %} ={21,14,6}
gilt. Wegen 2'* = 1 ist 2 keine Primitivwurzel. Es gilt aber 3*! = 42, 3'* = 36 und 3° = 41, also haben wir mit @ = 3
eine Primitivwurzel modulo 43 gefunden. Tatsichlich erhilt man, wenn man die Potenzen a', a2, a°, ... der Reihe
nach aufschreibt, die Elemente

und somit die gesamte Gruppe (Z/437.).

Das Rechenbeispiel wirft die Frage auf, wie hohe Potenzen von Elementen a € Z/nZ. effizient ausgerechnet werden
kénnen. Es gibt hierzu das Verfahren der schnellen Exponentiation, dass wir hier kurz am Beispiel der Potenz 32! im
Restklassenring Z /437 erldutern wollen. Zunéchst schreibt man den Exponenten als Summe von Zweierpotenzen,
in unserem Fall also 21 = 16 + 4 + 1. AnschlieBend berechnet man die Elemente 32" fiir hinreichend groldes d. In
unserem Fall ist

31=3 , 32=9 , 3*=(3?)2=9>=81=38 , 3¥=(3*)?=38)?=(-5?%=25 ,

316 = (3%)2 = (25)%> = 625 = 195 = 23




weiter 38 - 23 = 874 = 14 und schlieRlich 32! =3%.34.31=23.38-3=14-3 =42.

Die folgende Rechenregel haben wir bereits in der Gruppentheorie formuliert. Sie lasst sich aber ringtheoretisch
besser beweisen, wie der folgende extrem kurze Beweis zeigt.

Proposition 8.6 Sind m,n teilerfremd und m,n > 2. Dann gilt fiir die Eulersche p-Funktion
die Rechenregel ¢ (mn) = ¢ (m)p(n).

Beweis: Auf Grund des Chinesischen Restsatzes und Lemma [8.1] gilt
(Z/mnZ)* = (Z/mZXx7Z/nZ) = (Z/mZ)* x(Z/nZ)*.
Die Menge links enthélt ¢(mn), die Menge rechts ¢(m)¢(n) Elemente. O

Mit den bisherigen Ergebnissen kénnen wir die Struktur der primen Restklassengruppe (Z/nZ)> bereits in vielen
Fillen bestimmen. Beispielsweise gilt
(Z/152) = Z/2Z xZ.]4Z

und somit insbesondere ¢(15) = 8. Denn nach dem Chinesischen Restsatz und Lemma [8.1] existiert ein Isomorphis-
mus (Z/15Z) = (Z/37)* x (Z/5Z)*. AuBerdem gilt (Z/37)* = Z/27 und (Z/57)* = 7Z./47Z nach Folgerung
8.5]

Lemma 8.7

(i) Sei p eine ungerade Primzahl und m € IN. Dann gilt (1 + p)me1 =1 mod p™ und
(1+p)" #1 mod p™+.

(i) FirallemeN, m>2gilt 52" =1 mod 2™ und 5% # 1 mod 2™,

Beweis: zu (i) Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion iiber m. Fiir m = 1 lautet die Aussage
1+p=1 modpund 1+p#1 mod p?, und sie ist offenbar erfiillt. Sei nun m € IN, und setzen wir die Assuage fiir
m voraus. Dann gilt (1+p)?" =1 mod p™. Es giltalso (1+p)P" = 1+kp™ fiir ein k € Z, aber wegen (1+p)*" #1

m+1

mod p ist p kein Teiler von k. Durch Anwendung des Binomischen Lehrsatzes erhalten wir

A+pP" = (A+pP" ¥ = Q+kp"P =
p

2
>, (P)(kp’”)" = 1+kp™i4> (R)k"pjm-

=0 > ==

Fir2<j<p-—1list (5’) = ﬁ durch p teilbar. Also ist der j-te Summand (‘;)kj p’™ durch p™*! teilbar, und es gilt
mj+1>=2m+1 = m+2. Der letzte Summand (i)kppmp ist durch p™ teilbar, und es gilt mp > 3m > m+2. Insgesamt
ist 2, (?)kjp’"j also durch p™*? teilbar, und wir erhalten (1+p)?" =1+ kp™! mod p™*2. Es folgt (1+p)P" =1
mod p™*! und (14 p)*" Z1 mod p™*2.

zu (ii) Auch hier beweisen wir die Aussage durch vollstindige Induktion {iber m. Fiir den Startwert m = 2 ist die
Aussage wegen 5 =1 mod 4 und 5 # 1 mod 8 erfiillt. Sei nun m > 2 und die Aussage fiir dieses m vorausgesetzt.
Dann gilt 52" =1 mod 2™ und 5" # 1 mod 2™*!. Es gibt also ein ungerades k € Z mit 52" = 1+ k2™. Durch
Einsetzen erhalten wir

527 = (577)? = (1+4k2™? = 14+k2" 4222,

Wegen 2m > m+ 2 folgt 52" =1+k2™*! mod 2™*2. Wir erhalten 52 =1 mod 2™ und 5*" # 1 mod 2™*2. O




Satz 8.8

(i) Fiir jede ungerade Primzahl p und jedes m € IN ist (Z/p™Z)* eine zyklische Gruppe der
Ordnung p™*(p —1).

(i) Esgilt (Z/27)* = {1}, (Z/AZ)* = Z./27Z. Fiir alle m > 3 existiert jeweils ein Isomorphis-
mus (Z/2™Z)* = 7./27. x 7.] 2™ 7.

Beweis: zu (i) Wegen Folgerung [8.5/kénnen wir m > 2 voraussetzen; aulerdem gibt es auf Grund dieses Satzes
ein a € Z mit (a + pZ) = (Z/pZ)*. Setzen wir @ = a + p™Z und r = ord(a), dann gilt a" = 1 in (Z/p™Z)*, also
a”"=1 mod p™ und erst recht a” =1 mod p. Weil a + pZ in der Gruppe (Z/pZ)* die Ordnung p — 1 hat, folgt aus
(a+pZ)" =1+ pZ, dass p — 1 ein Teiler von r ist. Sei k € IN mit k(p — 1) = r. Auf Grund der Rechenregeln fiir
Elementordnungen aus der Gruppentheorie ist b = @* in (Z/p™Z)* ein Element der Ordnung p — 1.

Sei nun auBerdem ¢ =1+ p = (1+p)+p™Z. Nach Lemma (1) gilt A #1undé” =1incin (Z/p™Z)*. Dies
zeigt, dass ¢ in (Z/p™Z)* ein Element der Ordnung p™ ! ist. Sei nun die Untergruppen U und V von G = (Z/p™Z)*
gegeben durch U = (b) und V = (). Als Untergruppen einer abelschen Gruppe sind U und V Normalteiler von
G. Weil die Ordnungen |U| = p—1 und |V| = p™! der zyklischen Gruppen U = Z/(p —1)Z und V = Z/p™ ' Z
teilerfremd sind, gilt aufRerdem UNV = {1}. Insgesamt ist das Komplexprodukt UV ein inneres direktes Produkt von
U und V. Nach Proposition (5.7) aus der Gruppentheorie und dem Chinesischen Restsatz folgt

Uuv = UxV = Z/(p—-1)ZxZ/p"™ 'z = Z/p™ p—-1)Z.

Wegen |G| = p(p™) = p™1(p—1) folgt G = UV =X Z/p™ }(p —1)Z, also ist G = (Z/p™Z)* zyklisch von Ordnung
p"p—1).

zu (ii) Die ersten beiden Aussagen sind unmittelbar klar, denn nach Definition gilt (Z/27Z)* = {1 + 27} und
(Z]4Z)* = {1+4Z,3+47Z} = (3+47Z). Sei nun m € IN mit m > 3. Nach Lemma (i) gilt 52" =T und 52" #1
in (Z/2™7)*. Daraus folgt ord(5) = 2™ 2. Auferdem ist —1 ein Element der Ordnung 2 in (Z/2™Z)*, denn es gilt
—1 # 1 und (—1)*> = 1. AuBerdem gilt —1 ¢ (5). Denn andernfalls wiirde —1 = 5 und damit —1 = 5 mod 2™ fiir ein
k € Z gelten. Daraus wiederum wiirde wegen 5 =1 mod 4 dann —1 = 5 = 1¥* = 1 mod 4 folgen, im Widerspruch
zu —1 # 1 mod 4. Wegen —1 ¢ (5) gilt (5) N (—1) = {1}, also bilden die Untergruppen U = (5) und V = (—1) ein
inneres direktes Produkt UV. Wie in Teil (i) liefert der Satz iiber innere direkte Produkte aus der Gruppentheorie
einen Isomorphismus UV X UxV X Z/2" 27 x 7,/27.. Aus |UV| = |[Ux V| =2""2.2 = 2™ = p(2™) = |(Z/2™Z)*|
gilt aullerdem (Z/2m7Z.)* = UV. m|

Beispiel:  Das Element @ = 2 ein Erzeuger der 18-elementigen Gruppe (Z/277). Dies iiberpriift man mit dem

oben angegebenen Kriterium aus der Gruppentheorie durch die Rechung 2° = 26 # 1 und 2° = 10 # 1. Die Potenzen

1 a%,a3, ... sind der Reihe nach gegeben durch

al,a
2,4,8,16,5, 10, 20, 13, 26, 25,23, 19, 11, 22,17,7, 14,1 ,

also genau die Elemente der 18-elementigen Gruppe (Z/277.)*.




§ 9. Hauptidealringe und die Teilbarkeitsrelation

Zusammenfassung. Der Begriff des Hauptidealrings ist uns bereits aus § 5 bekannt. Diese Ringe sind fiir
viele Anwendungen interessant, weil sich in diesen Ringen die Teilbarkeitsrelation weitgehend analog zur
Teilbarkeit ganzer Zahlen verhalt. Beispielsweise gilt, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, in Haupt-
idealringen ein Analogon zum Fundamentalsatz der Algebra, welcher besagt, dass jede natiirliche Zahl > 1
auf eindeutige Weise als Produkt von Primzahlen darstellbar ist. Eine erste Schwierigkeit besteht darin, fiir das
Konzept der Primzahl einen geeigneten Ersatz zu finden. Es zeigt sich, dass es hier zwei Moglichkeiten gibt:
Primzahlen sind dadurch charakterisiert, dass sie nicht weiter zerlegt werden konnen. Dies fiihrt in allgemeinen
Ringen zur Definitionder irreduziblen Elemente. Wir werden sehen, wie man mit Hilfe der Normfunktionen
irreduzible Elemente in Ringen der Form Z[+/d] erkennen kann.

Andererseits kann auch folgende Beobachtung zur Verallgemeinerung der Primzahlen genutzt werden: Kommt
ein Primfaktor in der Primfaktorzerlegung eines Produkts ab ganzer Zahlen a, b vor, dann muss er bereits in a
oder in b vorkommen. Dies fiihrt in beliebigen Ringen zur Definition der Primelemente. Wir werden sehen,
dass Primelemente in Integritédtsbereichen stets irreduzible Elemente sind, und das in Hauptidealringen die
beiden Begriffe zusammenfallen. In beliebigen Integritédtsbereichen kann es aber irreduzible Elemente geben,
die nicht prim sind.

Neben der Verallgemeinerung des Primzahlbegriffs geht es in diesem Abschnitt auch darum, die Hauptidealrin-
gen in die allgemeine Ringtheorie einzuordnen. Wir zeigen, dass alle euklidischen Ringe Hauptidealringe sind.
Somit sind Z, Z[i] und Polynomringe {iber beliebigen KérpernHauptidealringe. Im Anhang zu diesem Kapitel
geben wir ein konkretes Beispiel fiir einen Hauptidealring an, der kein euklidischer Ring ist. Dies zeigt, dass die
Hauptidealringe eine echte Verallgemeinerung der euklidischen Ringe darstellen. Im néchsten Kapitel zeigen
wir dann, dass die Hauptidealringe ihrerseits durch die sog. faktoriellen Ringe verallgemeinert werden. Dies
sind Ringe mit einer eindeutigen Primfaktorzerlegung, von der schon zu Beginn die Rede war.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze

— Normfunktion auf einem quadratischen Zahlring - Identifikation von irreduziblen Elementen in quadrati-

. . schen Zahlringen mit der Normfunktion
— irreduzibles Element

. — Interpretation der Teilbarkeitsrelation durch Ideale
— Primelement

— Euklidische Ringe sind Hauptidealringe.
— Primelemente in Integritatsbereichen sind irreduzibel.

— Beziehung zwischen Primelementen, irreduziblen Ele-
menten, maximalen Idealen und Primidealen in einem
Hauptidealring

Bereits in § 5 haben wir die Hauptideale in einem Ring R definiert. Dies waren genau die Ideale mit einer Dar-
stellung der Form (a) = {ra | r € R}, die aus den Vielfachen eines festgewahlten Elements a € R bestehen. Einen
Integritatsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, hatten wir Hauptidealring genannt. Jeder Korper ist ein
Hauptidealring, denn nach Lemma|[6.11]sind (0) und (1) die einzigen Ideale eines Kérpers.
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Dagegen ist R = Z[ +v—5] kein Hauptidealring, denn beispielsweise ist das Ideal
p = (3,1+2v-5) kein Hauptideal.

Beweis:  Um zu sehen, dass p kein Hauptideal ist, betrachten wir die Normfunktion N : R — N, gegeben durch
N(a) = aa firr a € R, wobei a@ wie immer das zu a konjugiert-komplexe Element bezeichnet. Dabei handelt es sich um
die Einschrdnkung der multiplikativen Funktion N : C — R, die wir in Kapitel § 4 verwendet hatten um zu zeigen,
dass Z[i] ein euklidischer Ring ist. Diese Funktion erfiillt also insbesondere die Gleichung N(af) = N(a)N(f) fiir
alle a, 3 €R.

Nehmen wir nun an, dass p ein Hauptideal ist. Dann gibt es ein a € R mit p = (a). Da die Elemente 3 und 1 +2+/—5
in p liegen, gibt es B,y € R mit 3 = af3 und 1+ 2+/=5 = ay. Die Multiplikativitdt der Normfunktion liefert 9 =
N(3)=N(a)N(B) und 21 = N(1 + 2+/=5) = N(a)N(y). Also ist N(a) ein gemeinsamer Teiler von 9 und 21, damit
auch ein Teiler vom ggT(9,21) = 3. Es folgt N(a) € {1, 3}. Betrachten wir zunichst den Fall N(a) = 3. Schreiben wir
a = a+ by/=5 mit a, b € Z, dann gilt a> + 5b> = N(a) = 3. Aber die Gleichung a? + 5b% = 3 besitzt keine Losung
mit a, b € Z, also ist dieser Fall ausgeschlossen.

Also gilt N(a) = 1. Aus a® + 5b% = 1 folgt b = 0 und a € {£1}, damit a € {£1}. Es folgt p = (a) = (1). Wir zeigen
nun, dass auch dies unmoglich ist. Ein beliebiges Element p in p = (3,1 + 2+/—5) hat die Form 3 + (1 + 2v/—=5)y
mit 3,y €R. Schreiben wir § =a+ bv—5und y =c+d+/—5 mit a, b, c,d € Z, dann folgt

p = 3(a+bvV=5)+(1+2vV-=5)c+dv—=5) = 3a+3bvV—5+(c—10d)+ (2c+d)v—5

= (Ba+c¢—10d)+(3b+2c+d)v-5.

Addiert man die beiden Koeffizienten, dann erhélt man den Wert 3a+3b+3c—9d, ein Vielfaches von 3. Ist also p € p,
p = m+n+—=5, dann ist m + n stets durch 3 teilbar. Dies zeigt, dass beispielsweise das Element 1 = 1+ 0+/—5 nicht
in p liegt, weshalb p # (1) gilt. Die Annahme, dass p ein Hauptideal ist, hat also insgesamt zu einem Widerspruch
gefiihrt. m|

Der folgende Satz zeigt, wie sich die Teilbarkeitsrelation auf den Elementen eines Rings rein idealtheoretisch be-
schreiben lésst.

Satz 9.1 SeiR ein Ring, und seien a, b €R.

(i) Es gilt (a) € (b) genau dann, wenn b ein Teiler von a ist.
(ii) Istd € R mit (d) = (a, b), dann ist d ein ggT von a und b.
(iii) Ist e € R mit (e) = (a) N (b), dann ist e ein kgV von a und b.

Ist R ein Hauptidealring, dann gilt auch von (ii) und (iii) die Umkehrung.

Beweis: zu (i) ,=“ Aus (a) € (b) folgt insbesondere a € (b). Da das Hauptideal (b) aus den Vielfachen von b
besteht, bedeutet dies, dass ein r € R mit a = rb existiert. Daraus folgt b | a. ,<“ Nach Voraussetzung gibt es ein

r € R mit a = rb, also gilt a € (b). Also ist (b) ein Ideal, dass a enthélt, und nach Definition des von a erzeugten
Ideals folgt (a) € (b).




zu (ii) Aus (d) = (a, b) folgt insbesondere a € (d) und b € (d). Es gibt also r,s € R mit a = rd und b = sd. Dies
zeigt, dass d ein gemeinsamer Teiler von a und b ist. Sei nun d’ ein weiteres Ringelement mit d’ | a und d’ | b. Dann
gibt es r’,s’ € R mit a = r’d’ und b = s’d’. Also enthilt das Hauptideal (d”) die zweielementige Menge {a, b}. Nach
Definition des erzeugten Ideals folgt (a, b) C (d’) und somit (d) € (d’). Nach Teil (i) ist d’ damit ein Teiler von d.
Insgesamt haben wir damit die ggT-Eigenschaft von d nachgerechnet.

zu (iii) Aus (e) = (a) N (b) folgt e € (a) und e € (b). Es gibt also Ringelemente r,s € R mit e = ra und e = sb.
Damit ist e ein gemeinsames Vielfaches von a und b. Sei nun e’ € R ein weiteres gemeinsames Vielfaches von a und
b. Dann gibt es r’,s’ € R mit ¢’ = r’a und ¢’ =s’b, und wir erhalten e’ € (a) N (b). Es folgt (e’) € (a) N (b) = (e) und
somit ¢’ € (e). Dies zeigt, dass e’ ein Vielfaches von e ist. Insgesamt ist e also ein kgV von a und b.

Setzen wir nun voraus, dass R ein Hauptidealring ist, und beweisen wir die Umkehrung von (ii). Sei d ein ggT der
Elemente a und b. Das Ideal (a, b) ist ein Hauptideal, es gibt also ein d’ € R mit (a, b) = (d’). Auf Grund von Teil
(ii) ist d’ ebenfalls ein ggT von a und b, also sind d und d’ assoziiert. Aus d | d’ und d’ | d folgt nach Teil (i), dass
(d)=(d") =(a, b) gilt.

Zum Schluss beweisen wir die Umkehrung von (iii) unter der Voraussetzung, dass R ein Hauptidealring ist. Sei e
ein kgV der Elemente a und b. Weil (a) N (b) ein Hauptideal ist, gilt (a) N (b) = (¢’) fiir ein e’ € R. Nach Teil (iii)
ist ¢/ damit ebenfalls ein kgV von a und b, also sind e und e’ assoziiert. Wie im vorherigen Absatz folgt daraus

(e)=(e)=(a)n (D). O

Satz 9.2 Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealring.

Beweis: Seil einIdeal in R. Zu zeigen ist, dass es sich bei I um ein Hauptideal handelt, wozu wir I # (0) voraussetzen
konnen. Sei nun h eine Hohenfunktion auf R und a €I \ {0} ein Element mit h(a) < h(b) fiir alle b € I. Wir zeigen,
dass dann I = (a) gilt.

Ist b € I beliebig vorgegeben, dann liefert Division mit Rest Elemente q,r € R mit b = ga + r, wobei r = 0 oder
h(r) < h(a) gilt. Im ersten Fall ist b in (a) enthalten. Ansonsten ist mit a,b € I auch r = b — qa ein Element aus
I. Aber die Ungleichung h(r) < h(a) widerspricht der Bedingung, die wir an das Element a gestellt haben. Es folgt
I C (a), und zusammen mit a € I erhalten wir I = (a). O

Aus dem Satz folgt, dass der Ring Z der ganzen Zahlen ein Hauptidealring ist. Dasselbe gilt fiir die Polynomringe
K[x] tiber beliebigen Kérpern K und fiir den Ring Z[i] der Gaul3schen Zahlen.

Definition 9.3 Sei R ein Ring. Ein Element p € R wird irreduzibel genannt, wenn p weder
eine Einheit noch Null ist und die Implikation

p=ab = a€&€R*oderbeR"

fiir alle a, b € R erfiillt ist. Nichteinheiten ungleich Null, die nicht irreduzibel sind, bezeichnen
wir als redugzible Ringelemente.




Definition 9.4 Sei R ein Ring. Ein Element p € R heilst Primelement, wenn p weder eine
Einheit noch Null ist und auf3erdem die Implikation

pl(ab) = pla oder p|b fir alle a, b € R erfiillt ist.

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen den beiden neuen Begriffen her.

Satz 9.5 In einem Integrititsbereich ist jedes Primelment irreduzibel.

Beweis: Sei p ein Primelement. Dann ist p jedenfalls ungleich Null und keine Einheit. Seien nun a, b € R mit p = ab
vorgegeben. Dann gilt insbesondere p | (ab), und auf Grund der Primelement-Eigenschaft gilt p | a oder p | b. Setzen
wir 0.B.d.A. voraus, dass p | a der Fall ist. Dann gibt es ein ¢ € R mit a = cp, und wir erhalten p = ab = cpb. Die
Kiirzungsregel liefert cb = 1, also ist b eine Einheit. Damit ist die Irreduzibilitit von p nachgewiesen. O

Proposition 9.6 SeiR ein Integritdtsbereich, und seien p, q € R assoziiert.

(i) Ist p irreduzibel, dann gilt dasselbe fiir q.

(ii) Ist p ein Primelement, dann ist auch q ein Primelement.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ € R* mit q = ¢p.

zu (i) Sei p irreduzibel. Ware q eine Einheit, dann wiirde p = 8_1q als Produkt zweier Einheiten ebenfalls in R*
liegen. Wire g = 0, dann wiirde auch p = ¢710 = 0 folgen. Seien nun a, b € R Ringelemente mit ¢ = ab. Dann folgt
p = e7'q = (¢ *a)b. Weil p irreduzibel ist, erhalten wir e 'a € R* oder b € R*. Es folgt a = (¢ *a) € R* oder
b eR*.

zu (ii) Sei p ein Primelement. Wie unter (i) folgt daraus zunéchst, dass g dann weder eine Einheit noch Null ist.
Seien nun a, b € R mit q | (ab) vorgegeben. Dann gibt es ein ¢ € R mit ab = cq. Es folgt ab = cep, also p | (ab). Weil
p ein Primelement ist, gilt p | a oder p | b. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit konnen wir p | a annehmen. Dies
bedeutet, dass ein ¢’ € R mit a = ¢’p = ¢’e~q existiert. Daraus wiederum folgt q | a. Die Implikation q | (ab) = q | a
oder g | b ist damit bewiesen. |

Proposition 9.7 Im Ring Z der ganzen Zahlen sind die irreduziblen Elemente genau die Zahlen
der Form +p, wobei p die Primzahlen durchliuft.

Beweis: ,=“ Sei p eine Primzahl. Dann gilt nach Definition p # 0. AuBerdem ist p keine Einheit, denn die beiden
Einheiten =1 im Ring Z sind keine Primzahlen. Wére p nicht irreduzibel, dann gibe es nach Definition Zahlen r,s € Z
mit p = rs, wobei r und s beides keine Einheiten, also ungleich +1 sind. Indem wir gegebenenfalls r durch —r und s
durch —s ersetzen, konnen wir r,s € IN annehmen. Aus r,s > 1 folgt dann 1 < r,s < p. Aber dies zusammen mit der
Gleichung p = rs widerspricht der definierenden Eigenschaft der Primzahlen. Da sich die Eigenschaft eines Elements,




irreduzibel zu sein, durch Multiplikation mit Einheiten nicht &ndert, ist auch —p fiir jede Primzahl p ein irreduzibles
Element in Z.

»<=" Sei umgekehrt n € Z ein irreduzibles Element, und nehmen wir an, dass £n beides keine Primzahlen sind.
Da Multiplikation mit Einheiten an der Irreduzibilitats-Eigenschaft nichts dndert, konnen wir n > 0 annehmen. Da n
keine Primzahl ist, gilt entweder n = 1, oder es gibt r,s € N mit n = rs und 1 < r,s < n. Im ersten Fall wire n eine
Einheit, was aber der Voraussetzung an n, ein irreduzibles Element zu sein, widerspricht. Im zweiten Fall haben wir
n als Produkt von Nicht-Einheiten dargestellt, was ebenfalls einen Widerspruch zur Voraussetzung bedeutet. m|

Wir werden im néachsten Abschnitt zeigen, dass in einer allgemeinen Klasse von Ringen, welche die Hauptideal-
ringe umfasst, die irreduziblen Elemente genau mit den Primelementen zusammenfallen. Also sind in Z auch die
Primelemente genau die Zahlen %p, wobei p die Primzahlen durchlauft.

In beliebigen Integrititsbereichen sind irreduzible Elemente dagegen im allgemeinen nicht prim. Um dies zu sehen,
formulieren wir ein Kriterium, mit dem sich leicht feststellen lisst, ob Elemente in Ringen der Form Z[+v—d] (mit
d € IN) irreduzibel sind. Wieder verwenden wir dazu die multiplikative Funktion N : C — R,, die auf Z[v—d]
wegen N(a + bv/—d) = a® + db? fiir a, b € Z nur die natiirlichen Zahlen und Null als Werte annimmt.

Proposition 9.8 Seid € N, R=Z[+v—d] und a € R beliebig.

(i) Das Element a ist genau dann eine Einheit in R, wenn N(a) = 1 ist.
(ii) Ist N(a) eine Primzahl, dann ist a in R irreduzibel.

(iii) Gilt N(a) = p? mit einer Primzahl p, und besitzt die Gleichung a?+db? = p keine Lésung
mit a, b € Z, dann ist a ebenfalls ein irreduzibles Element.

Beweis: zu (i) ,=“ Ist a eine Einheit, dann gibt es ein f € R mit a3 = 1. Auf Grund der Multiplikativitidt von N
gilt N(a)N(B) = N(af) = N(1) = 1. Weil N(a) und N(f3) beides natiirliche Zahlen sind, muss N(a) = N() =1
gelten. ,<“ Sei a =a+ bv—d mit a, b € Z. Nach Voraussetzung gilt

a®?+db> = N(a) = 1.
Da a? und b? natiirliche Zahlen sind, muss a = 0 oder b = 0 gelten, dariiber hinaus a = 1 oder d = —1, b = £1. Es
folgt a = £1 oder a = +=+/—1, wobei letzteres nur im Fall d = —1 auftreten kann. Alle vier Elemente sind Einheiten

inR,dennesgiltl1-1=1,(—-1)(—1)=1und v—1-(—v—-1)=1.

zu (ii) Sei @ € R und p = N(a) eine Primzahl. Dann kann a keine Einheit sein, denn nach (i) ist dafiir N(a) = 1
erforderlich. Sei nun a = fy eine Zerlegung von a mit 3,y € R. Dann folgt p = N(a) = N(B)N(y). Da N(f3),N(y)
natiirliche Zahlen und p eine Primzahl ist, folgt N() = 1 oder N(y) = 1. Nach (i) ist damit 3 oder y eine Einheit.
Damit ist die Irreduzibilitdt von a bewiesen.

zu (ili) Nehmen wir an, dass @ € R die angegebenen Voraussetzungen erfiillt, aber nicht irreduzibel ist. Wegen
N(a) = p? kann a keine Einheit sein. Ist & = By mit 3,y € R, und sind B,y beides keine Einheiten, dann ist
wegen N(B)N(y) = p? nur N(8) = N(y) = p moglich. Schreiben wir f = a + bv/—d mit a,b € Z, dann gilt
p = N(B) = a? + db?. Aber dies ist unmoglich, da die Gleichung nach Voraussetzung mit a, b € Z nicht lésbar ist.
Also ist a irreduzibel. O




Folgerung 9.9 Sei d € IN. Fiir die Einheitengruppe von R = Z[v—d] gilt R* = {£1,++/—1},
falls d =1 ist, ansonsten R* = {*1}.

Beweis: Dies ist ein Nebenergebnis des Beweises von Proposition O

Als Anwendung der bisherigen Ergebnisse zeigen wir, dass die Elemente 2 und 1+ +/—3 im Ring R = Z[v—3]
irreduzibel, aber keine Primelemente sind. Beide Elemente sind nach Proposition (iii) irreduzibel, denn es gilt

N(2) = NQQ++vV-3) = 4 = 22 |

aber die Gleichung a? +3b% = 2 ist mit a, b € Z nicht 16sbar. Um zu zeigen, dass 2 und 1+ +/—3 keine Primelemente
sind, betrachten wir in R die Gleichung

4 = 2.2 = (1+V-3)1-v-3).

Die Zahl 2 ist ein Teiler des Produkts (1 + +/—3)(1 — +/—3). Andererseits teilt 2 keine der beiden Elemente 1+ +/—3.
Wire dies der Fall, dann gébe es ein y € R mit 1++/—3 = 2y, und diese y wire eines der beiden Elemente 3 +1+/=3.
Insbesondere lage eine dieser beiden Zahlen in R. Dies wiirde bedeuten, dass a, b € Z existieren, so dass eine der
beiden Gleichungen

3£3V/-3 = a+bv-3
erfiillt ist. Vergleichen wir aber den Realteil auf beiden Seiten, dann erhalten wir a = % im Widerspruch zu a € Z.
Also ist 2 in R tatséchlich kein Primelement. Genauso zeigt man, dass auch das Element 1 + +/—3 nicht prim ist.

Die Primelemente hdngen mit den bereits frither definierten Primidealen eng zusammen. Es gilt ndmlich

Proposition 9.10 Sei R ein Integritédtsbereich und p € R, p # 0g. Genau dann ist p ein Prim-
element in R, wenn das Hauptideal (p) ein Primideal ist.

Beweis: ,=*“ Wiare (p) = (1), dann wére die 1 in (p) enthalten, und folglich gibe es ein r € R mit rp = 1. Dies wiirde
bedeuten, dass p eine Einheit ist, was aber nach Voraussetzung nicht der Fall ist. Seien nun a,b € R mit ab € (p).
Dann gibt es ein r € R mit ab = rp, also ist p ein Teiler von ab. Weil p ein Primelement ist, folgt p|a oder p|b. Im
ersten Fall gilt a € (p), im zweiten b € (p).

»<=“ Widre p eine Einheit, dann gébe es ein r € R mit rp = 1. Daraus wiirde dann 1 € (p) und (p) = (1) folgen,
was aber der Voraussetzung widerspricht. Seien nun a, b € R, so dass p|(ab) gilt. Dann folgt ab € (p), und aus der
Primidealeigenschaft von (p) folgt a € (p) oder b € (p). Im ersten Fall wére p|a, im zweiten p|b erfiillt. O

Satz 9.11 Sei R ein Hauptidealring, aber kein Korper, und p € R. Dann sind die folgenden
Aussagen dquvialent.

(i) Das Element p ist prim.
(ii) Das Element p ist irreduzibel.
(iii) Das Ideal (p) ist maximal.

(iv) Das Ideal (p) ist ein Primideal, und es gilt p # O.




Beweis: (i) = (ii)“ Nach Satzist jedes Primelment in einem Integritédtsbereich irreduzibel.

,(11) = (iii)“ Zunéichst ist (p) = (1) unmoglich, denn sonst wire p eine Einheit und damit kein irreduzibles Element.
Sei nun m ein Ideal mit (p) € m C (1) und a € R mit m = (a). Wegen (p) < (a) gilt a|p, es gibt also ein b € R mit
p = ab. Weil p irreduzibel ist, muss a oder b eine Einheit sein. Im ersten Fall ist m = (a) = (1), im zweiten m = (p).
Also ist (p) in der Tat ein maximales Ideal.

“(iii) = (iv)“ Nach Folgerung ist jedes maximale Ideal in einem Ring ein Primideal. Nehmen wir nun an, es
gilt (p) = (0g). Auf Grund der Maximalitdt von (p) sind dann (0z) und (1) die einzigen Ideale in R. Nach Lemma
wiirde das bedeuten, dass R ein Korper ist. Aber dies ist nach Voraussetzung ausgeschlossen.

“(iv) = (1)“ Das folgt aus Proposition O

Anhang: Beispiel fiir einen Hauptidealring, der kein euklidischer Ring ist

Die naheliegende Frage, ob solche Ringe existieren, wird in der aktuellen Lehrbuchliteratur iibergangen, so dass
unklar bleibt, ob die Hauptidealringe iiberhaupt eine echte Verallgemeinerung der euklidischen Ringe darstellen.
Wir zeigen, dass der Ring R = Z[%(l + +/—19)] zwar ein Hauptidealring, aber kein euklidischer Ring ist. Dabei
folgen wir im Wesentlichen der Darstellung von [Wi], der einen zuvor erbrachten Beweis in der Veroffentlichung
[Ca] weiter vereinfachen konnte.

Satz 9.12 Der RingR = Z[%(l + +/—19)] ist ein Hauptidealring.

Beweis: In Satz Wurde gezeigt, dass die Elemente von R durch R = {%a + %b\/—_19 |a,b€Z, a=b mod2}
gegeben sind. Sei nun I ein Ideal in R ungleich (0). Zu zeigen ist, dass es sich bei I um ein Hauptideal handelt. Die
Normfunktion N(z) = |z|?> nimmt auf R \ {0} nur Werte aus IN an, denn fiir alle a, b € Z mit (a, b) # (0,0) unda = b
mod 2 ist

N(ia+3bvV=19) = 1(a®+19b?)

positiv und ganzzahlig. Sind namlich a und b beide gerade, dann sind die Zahlen a® und 19b? beide durch vier
teilbar. Sind a und b beide ungerade, dann gilt a?> = b> = 1 mod 4, und wegen 19 = 3 mod 4 folgt a® + 19b% =
1+3:-1=4=0 mod 4.

Auf Grund dieser Eigenschaft der Normfunktion gibt es ein a € I \ {0}, so dass |a| minimal ist. Nehmen wir nun an,
I ist kein Hauptideal. Dann gibt es ein f €I\ (a). Sei p = g In einem ersten Schritt zeigen wir, dass 8 so gewahlt
werden kann, dass |[Im(p)| < %1/?9 erfiillt ist. Dazu setzen wir r = ‘/%Im(p) und wahlen s € Z so, dass |2r —s| < %
erfiillt ist. Definieren wir dann B’ = 8 — 25(1 + v—19)a, dann folgt

B = B_l1++v/=19) = Re(p)+ilm(p)—is—i-1s4/19

und somit Im(%/) =+/19(r — %s) und |Im(%)| < ‘1‘1/19. Ersetzen wir also 3 durch 8/, dann ist [Im(p)| < %«/19 also
erfiillt. AuRerdem gilt weiterhin 3 € I \ (a), wenn wir 3 durch 8’ ersetzen. Denn mit f3 liegt auch ' = f§ — %s(l +
v/—19)a in I, und wire B’ ein Element des Hauptideals (a), dann wiirde dies auch fiir 8 gelten.




In einem zweiten Schritt zeigen wir, dass ein vy € I \ {0} mit |y| < |a| existiert und fithren damit die Minimalitét von
a zum Widerspruch. Zunéchst betrachten wir den Fall, dass sogar |Im(p)| < %\/5 erfillt ist. Wahlen wir a € Z so,
das [Re(p)—a| < % gilt, dann folgt |p —a|? < (%)2 + (%\/§)2 =1. Sei nun y = 3 —aa. Dann liegt v in I, das Element
ist wegen f ¢ (a) ungleich Null, und es gilt |3 —aa| = |a||p —a| < |a|, wie gewiinscht.

Nun betrachten wir noch den Fall %\/g < |Im(p)| < %1/1_9. Seid = 2[5—%(1+ v—19)a. Dann gilt % = 2p—%(1+ Vv19).
Ersetzen wir nétigenfalls 8 durch —f und p durch —p, dann kénnen wir %\/g <Im(p) < %\/1_9 annehmen. Es folgt
dann v3 < Im(2p) < $v19 und v3— 319 < Im(2p — (1 + v—19)) = Im(2) < 0. Wir wihlen nun a € Z so, dass
|Re(2p — 3(1+ v=19)) —al < 3 erfiillt ist und definieren y = 5 — aa. Dann gilt

2 2 .
15" = |2=a] = ReC@-a)+ilm2)* = [Re(Z-a)P+|mE)P < F+(V3-3v19)
Wir zeigen, dass (v/3 — %\/ 19)% < % ist. Daraus folgt dann |L|*> < 1 und |y| < |al, so dass wir auch in diesem Fall
am Ziel sind. Aus /19 < +/27 = 3+/3 folgt %\/ 19< %\/5 Durch Subtraktion von +/3 auf beiden Seiten erhalten wir
%1/5 > %\/ 19 — v/3, und %\/ 19 — /3 ist positiv wegen 3 < 17? <> 12 < 19. Durch Quadrieren erhalten wir nun die
gewiinschte Abschétzung (v/3 — 3+/19)* < 3. O

Satz 9.13 Der RingR = Z[%(l + +/—19)] ist kein euklidischer Ring.

Beweis: Mit dhnlichen Argumenten wie in Prop. zeigen wir zunichst, dass die Einheitengruppe von R durch
R* = {£1} gegeben ist, und dass die Elemente 2 und 3 in R irreduzibel sind. Wegen 1-1 =1 und (—1)(—1) =1 sind
+1 jedenfalls Einheiten. Ist umgekehrt £ € R*, dann gilt N(e)N(¢}) = N(ee™') =N(1) = 1. Aus N(¢),N(e ) e N
und N(e)N(e!) = 1 folgt N(¢) = 1. Schreiben wir ¢ = 2a + 3bv/—19 mit a,b € Z und a = b mod 2, dann folgt
3a*+2b? = N(¢) = 1 und a*+19b? = 4. Die einzigen ganzzahligen Losungen dieser Gleichung sind (a, b) = (+2,0).
Es folgt ¢ € {£1}. Die Einheitengruppe von R also gegeben durch R* = {+1} und besteht genau aus den Elementen
mit Norm 1.

Wegen N(2) =4 > 1 und N(3) =9 > 1 sind 2 und 3 jedenfalls keine Einheiten. Wire 2 reduzibel, dann gébe es
Elemente a, 8 € R, die keine Einheiten in R sind und af3 = 2 erfiillen. Es wére dann N(a)N(B) = N(af) =N(2) = 4.
Wegen a, f ¢ R* gilt auBerdem N(a),N(f) > 1. Damit bleibt N(a) = N(f) = 2 als einzige Moglichkeit. Schreiben
wir @ = 3a+3bv—19mita,b € Zunda = b mod 2, dannist N(a) = 2 dquivalent zu ;a?+ 2 b? =2 & a?+19b* =
8. Aber diese Gleichung besitzt offenbar keine Losung mit (a, b) € Z2. Ebenso zeigt die Unldsbarkeit der Gleichung
a? +19b? = 12, dass 3 im Ring R irreduzibel ist.

Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir nun an, dass R euklidisch und h : R\ {0} — IN eine Hohenfunktion auf R ist.
Weiter sei 7 € R eine Nichteinheit mit der Eigenschaft, dass h(7) fir alle Nicht-Einheiten aus R \ {0} ein minimaler
Wert ist. Wir zeigen, dass m dann in der Menge {£2, +3} enthalten sein muss. Durch Division mit Rest erhalten wir
Elemente y, p € Rmit 2 =yn+ p, wobei p = 0 oder p # 0 und h(p) < h() gelten muss. Auf Grund der Minimalitat
von h(r) gibt es nur die beiden Moglichkeiten, dass p = 0 oder eine Einheit ist. Es gilt also p € {—1,0,1}. Im Fall
p = 0 wire 7 ein Teiler von 2. Auf Grund der Irreduzibilitdt von 2 sind 2 und 7 dann assoziiert, und daraus folgt
e {£2}.




Betrachten wir nun den Fall p = 1. Die Gleichung 2 = ym + 1 liefert dann yn = 1. Aber dies steht im Widerspruch
dazu, dass 7 keine Einheit ist. Als letzte Moglichkeit betrachten wir den Fall p = —1. Dann gilt 2 =y —1. Dann gilt
ym = 3. Weil 3 irreduzibel ist, sind 7 und 3 assoziiert, also © € {£3}. Damit haben wir insgesamt gezeigt, dass in
jedem moglichen Fall 7w € {£2, £3} gilt.

Seinun 6 = %(1 ++/—19). Wiederum wenden wir Division mit Rest an und erhalten Elemente y, p € Rmit 8 = ym+p,
wobei p = 0 oder p # 0 und h(p) < h(n) gilt. Wie zuvor schliefen wir daraus p € {—1,0,1}. Im Fall p = 0 gilt
O =yn.ImFallp =1ist 0—1=ym, und im Fall p = —1ist 6 +1 = y7. Also ist eines der Elemente 6 —1, 0,0 + 1 auf
jeden Fall durch r teilbar. Es gilt aber 7 € {2, £3}, und wie man sich leicht {iberzeugt, ist keines der sechs Elemente

30-1), 36, 3(6+1), 3(6-1), 36, 3(6+1)

in R enthalten. Die Annahme, dass eine Hohenfunktion h auf R existiert, hat also insgesamt zu einem Widerspruch
gefiihrt. Also ist R kein euklidischer Ring. m|

Zum Schluss sei noch erwihnt, dass es Beispiele fiir quadratische Zahlringe Z[ +/d] gibt, die zwar euklidisch sind, bei
denen aber die Hohenfunktion nichts mit der in der Vorlesung eingefiihrten Normfunktion der Form N(a?+ bv/d) =
|a? — db?| zu tun hat. In [Ha] wird dies zum Beispiel fiir den Ring Z[+/14] bewiesen.




§10. Faktorielle Ringe

Zusammenfassung. Aus der Schulmathematik ist der Fundamentalsatz der Algebra bekannt, welcher be-
sagt, dass sich jede natiirliche Zahl > 1 auf eindeutige Weise als Produkt von Primzahlen schreiben l4sst. Im
letzten Kapitel wurden die Primelemente als Analoga der Primzahlen fiir beliebige Ringe definiert. Deshalb ist
es eine naheliegende Frage, in welchen Ringen Elemente auf eindeutige Weise als Produkte von Primelemen-
ten darstellbar sind. Ringe mit dieser Eigenschaft werden wir als faktorielle Ringe bezeichnen. Natiirlich gibt
es bei der Eindeutigkeit ein paar offensichtliche Einschrankungen: Die Reihenfolge der Faktoren kann beliebig
gewdhlt werden (auf Grund der Kommutativitat der Multiplikation), und auch Produktzerlegungen wie 2-3-5
und 2-(—3)-(—5), die sich also nur um Einheiten des Rings (hier Z) unterscheiden, sieht man als ,im Wesent-
lichen gleich” an. Fixiert man ein Reprédsentantensystem der Primelemente des Rings, dann lasst sich aber eine
vollkommen eindeutige Produktdarstellung der Ringelemente definieren; in Z bilden zum Beispiel die (posi-
tiven) Primzahlen ein solches System. Zum Schluss des Kapitels wird noch gezeigt, dass alle Hauptidealringe,
und damit erst recht alle euklidischen Ringe, faktoriell sind.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze
— faktorieller Ring — Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung bis auf Einheiten und
Reihenfolge

— Reprisentantensystem der Primelemente
— Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung bis auf Reihenfolge
(nach Wahl eines Reprédsentantensystems der Primelemente)

— Hauptidealringe sind faktoriell.

Definition 10.1 Ein faktorieller Ring ist ein Integritdtsbereich R mit der Eigenschaft, dass
jedes Element r € R, das weder gleich Null noch eine Einheit ist, als Produkt von Primelementen
dargestellt werden kann. Dies bedeutet: Es gibt ein n € IN und Primelemente p.,...,p, € R, so
dass

r = Ppi1-Py*ePn gilt.

Im folgenden verwenden wir fiir zwei Ringelemente a, a’ in einem Ring R die Notation a ~ a’, um zu kennzeichnen,
dass a und a’ zueinander assoziiert sind, siehe Definition |4.1

Lemma 10.2 SeiR ein Integritatsbereich.

(i) Seiena,a’,b,b’ €R, wobeia ~ a’, b ~ b’ und a|b gilt. Dann gilt auch a’|b’.
(ii) Jedes Element in R, das eine Einheit teilt, ist selbst eine Einheit.

(iii) Ein Element, das von einem Primelement geteilt wird, ist keine Einheit.




Beweis: zu (i) Wegen a ~ a’ und b ~ b’ gibt es Einheiten ¢, u in R mit a’ = ea und b’ = ub. Aus a|b folgt, dass ein
¢ € R mit b = ac existiert. Wir erhalten b’ = puac = ue'a’c und somit a’|b’.

zu (ii) Sei € € R* und a € R mit ale. Weil die Elemente ¢ und 1y assoziiert sind, gilt a|1; nach Teil (i). Umgekehrt
ist 1 das Einselement ein Teiler von a, denn es gilt a = 1 - a. Also sind a und 1; assoziiert. Dies bedeutet, dass ein
W€ R* mit a = u - 1z = u existiert.

zu (iii) Wire ¢ € R* und p ein Primelement mit p|e, dann wére p nach (ii) eine Einheit. Ein Ringelement kann nach
Definition aber nicht zugleich Einheit und Primelement sein. |

Proposition 10.3 In einem faktoriellen Ring R ist jedes irreduzible Element ein Primelement.

Beweis: Sei p € R irreduzibel. Da R faktoriell und p weder gleich Null noch eine Einheit ist, gibt es eine Darstellung
p =Pp;..-- P, von p als Produkt von Primlementen. Im Fall n > 1 konnten wir p damit als Produkt p = p; - (ps+...*p,)
schreiben. Dabei ist p; eine Nicht-Einheit, ebenso das Produkt p, - ... - p, nach Teil (iii) von Lemma [10.2] Aber dies
widerspricht der Irreduzibilitdt von p. Also ist n = 1 und p = p; ein Primelement. m|

Satz 10.4 SeiR ein Integritdtsbereich. Dann sind dquivalent

(i) R ist ein faktorieller Ring.

(i) Jedes Element r € R, dass weder gleich Null noch eine Einheit ist, kann als Produkt von
irreduziblen Elementen dargestellt werden, und diese Darstellung ist im wesentlichen
eindeutig. Dies bedeutet genau: Sind m,n € IN und

Pr e Pm = T = ¢ Gy

zwei Darstellungen von r als Produkt irreduzibler Elemente p;,q 5 dann ist m = n, und
nach eventueller Umnummerierung der Elemente ist p; assoziiert zu q; fiir 1 <i < m.

Beweis: ,(ii) = ()“ Hier geniigt es zu zeigen, dass unter der gegebenen Voraussetzung jedes irreduzible Element
in R ein Primelement ist. Sei p € R irreduzibel. Dann ist p weder gleich Null noch eine Einheit. Seien nun a,b € R
mit p|(ab) vorgegeben. Zu zeigen ist, dass p ein Teiler von a oder ein Teiler von b ist.

Nehmen wir zunéchst an, dass a = Oz oder b = 0y gilt. Weil das Nullelement Oy von jedem Ringelement geteilt
wird, folgt daraus sofort p|a oder p|b. Nehmen wir nun an, dass eines der Elemente a, b eine Einheit ist, 0.B.d.A. das
Element b. Dann wéren a und ab assoziiert, und aus p|(ab) wiirde nach Teil (i) von Lemma pla folgen. Also
konnen wir auch a, b ¢ R* annehmen. Wegen p|(ab) gibt es ein ¢ € R mit ab = pc. Wére ¢ = Og, dann wiirde daraus
ab = 0z und somit a = Oy oder b = Oy folgen. Aber dies haben wir bereits ausgeschlossen.

Weil a und b beide weder gleich Null noch Einheiten sind, besitzen sie jeweils eine Darstellung als Produkt von
irreduziblen Elementen. Seien also p;, q; € R irreduzible Elemente, so dass a = p; ... p,, und b = q; -...-q, erfiillt ist.
Das Element ¢ kann keine Einheit sein, denn sonst hétten wir eine Gleichung der Form (p; - ... p,,)(¢; - .- - q,) = PC,
wobei rechts ein einziges irreduzibles Element, auf der linken Seite aber ein Produkt von mindestens zwei irreduziblen
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Elementen steht. Dies widerspricht der vorausgesetzten Eindeutigkeit. Weil also auch ¢ weder gleich Null noch eine
Einheit ist, besitzt auch c eine Zerlegung der Form r; - ... - r, mit irreduziblen Elementen r;. Wir erhalten also eine
Gleichung der Form

(1w Pm) (@1°G0) = (rp-eomi)-p.
Auf Grund der Eindeutigkeit der Produktzerlegung ist p zu einem Faktor auf der linken Seite der Gleichung assoziiert.
Gilt p ~ p; fireini € {1,...,m}, dann ist p ein Teiler von a. Gilt p ~ g; fiir ein j € {1,...,n}, dann ist p ein Teiler von
b.

“(i) = (ii)“ Nach Voraussetzung besitzt jede Nicht-Einheit r € R, r # O eine Darstellung als Produkt von Primele-
menten, damit insbesondere als Produkt von irreduziblen Elementen. Zu zeigen bleibt, dass diese Produktdarstellung
im Wesentlichen eindeutig ist. Seien also

pr P = T = (417 Qy

zwei Darstellungen von r also Produkt von irreduziblen Elementen p;, q;. Wie wir bereits gezeigt haben, sind die p;
und g; zugleich Primelemente. Wir beweisen nun durch vollstindige Induktion iiber n, dass n = m gilt und nach
Umnummerierung p; zu q; assoziiert ist, fiir 1 <i < n.Im Fall n = 1 gilt

Pi1 --"Pm = (q1-

Weil q; irreduzibel ist, muss auch das Element auf der linken Seite der Gleichung irreduzibel sein. Dies ist nur dann
der Fall, wenn m = 1 gilt, denn ansonsten wére das Element links ein Produkt der beiden Nicht-Einheiten p; und

P2 P

Setzen wir nun die Aussage fiir n als giiltig voraus, und nehmen wir an, dass eine Gleichung der Form

Pir--'Pm = dq1°--"Qqn-qny1

mit m € IN und irreduziblen Elementen p;, q; besteht (wobei diese Elemente wiederum zugleich auch prim sind). Weil
das Element auf der rechten Seite der Gleichung nicht irreduzibel ist, kann auch das Element links nicht irreduzibel
sein, es muss also m > 2 gelten. Wiederum teilt g, als Primelement einen der Faktoren p;, zum Beispiel p;. Es gilt
also wiederum q; = p, ¢ fiir ein ¢ € R*, und wir erhalten

P1°P2 e Pm = (P1€)°Qy- e Quyr-

Durch Kiirzung erhalten wir p, - ... p,, = (€q95) - ... - ¢,.41- Nach Induktionsvoraussetzung gilt m—1=n<& m=n+1.
Aullerdem ist nach Umnummerierung das Element p, assoziiert zu £q, (also auch zu g,), und es gilt p; ~ g; fiir
3<i<m. i

Definition 10.5 SeiR ein Integritédtsbereich und P C R eine Teilmenge bestehend aus Primele-
menten. Wir nennen P ein Reprisentantensystem der Primelemente in R, wenn jedes Prim-
element q € R zu genau einem p € P assoziiert ist.

Beispielsweise bilden die Primzahlen p € IN ein Reprédsentantensystem der Primelmente in Z. Ist K ein Korper,
dann bilden die normierten irreduziblen Polynome (also die irreduziblen Polynome mit dem Leitkoeffizienten 1) ein
Reprisentantensystem in K[x].




Folgerung 10.6 SeiR ein faktorieller Ring und P C R ein Représentantensystem der Primele-
mente. Dann gibt es fiir jedes Element O # f € R eine eindeutig bestimmte Familie (v,(f))pep
von Zahlen v,(f) € IN; und eine eindeutig bestimmte Einheit ¢ € R*, so dass

= al—[ p") erfiillt ist.
pEP

Dabei gilt v,(f) = O fiir alle bis auf endlich viele Elemente p € P.

Da R ein faktorieller Ring ist, besitzt f eine Darstellung f = q; - ... - q,, als Produkt von Primelementen. Fiir jedes i
gibt es ein p; € P und eine Einheit ¢; € R*, so dass q; = ¢;p; gilt. Setzen wir ¢ = ¢; - ... - €, dann gilt also
f = €'piDnm

Definieren wir nun fiir jedes p € P die Zahl v,(f) € IN, durch

v,(f) = [{ie{l,..m}|pi=p} .

dann ist die Gleichung f = ¢ l_[peP p"») erfiillt, und fiir alle bis auf endlich viele p € P gilt v,(f) = 0. Die Eindeutig-
keit der Zahlen v,(f) folgt direkt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung von f als Produkt irreduzibler Elemente, und
mit den Zahlen v,(f) ist auch die Einheit ¢ eindeutig bestimmt.

Fiir alle a, b € R\ {0} gilt offenbar v,(ab) = v,(a) + v,(b). Seien ndmlich
a=¢ l_[pvp(a) und b=¢ l_[pvp(b)
peP peP
die Darstellungen von a, b € R wie im Satz angegeben. Dann gilt
ab = e¢ l_[pvp(a)+vp(b)
pEP

und aus der Eindeutigkeit der Exponenten v,(ab) folgt v,(ab) = v,(a) +v,(b). Die Teilbarkeitsrelation lésst sich mit
Hilfe der Zahlen v,(a) also folgendermafen umformulieren.

Lemma 10.7 SeiR ein faktorieller Ring, P C R ein Reprasentantensystem der Primelemente,
und seien f, g € R mit f, g # Og. Dann gilt f|g genau dann, wenn v,(f) < v,(g) fiir alle p € P
erfiillt ist.

Beweis: Ist f ein Teiler von g, dann gibteseinh € R, h # 0 mit g = fh. Es folgt v,(g) = v,(fh) = v,(f)+v,(h) = v,(f)

fiir alle p € P. Gilt umgekehrt
f=¢ l_[pvp(f) und g= gfl_lpvp(g)

pEeP pEP

mit £,¢’ € R* und vp(f) < v,(g) fiir alle p € P, dann erhalten wir durch

ho= g [[pr@d)

pEP

ein Element h € R mit g = f h. Es folgt f|g. m|




Folgerung 10.8 SeiR ein faktorieller Ring, und seien a, b € R\ {0z} teilerfremd. Ist O # c €R
ein Element mit a|(bc), dann folgt ac.

Beweis: Nehmen wir an, dass a ¢ ¢ gilt. Dann gibt es ein Primelement p € P mit v,(a) > v,(c). Andererseits
gilt v,(a) < v,(bc) = v,(b) + v,(c) und somit v,(b) > 0. Damit wére dann p ein Primteiler von b, was aber der
Teilerfremdheit von a und b widerspricht. m|

Satz 10.9 SeiR ein faktorieller Ring, und sei P C R ein Reprédsentantensystem der Primelemente
in R. Seien f7, ..., f,, € R beliebige Elemente ungleich Null. Fiir jedes p € P definieren wir

u, =min{v,(f;) |1 <i<m} und w, =max{v,(f;) |1 <i<m}.

Dann ist f = [],cp p* ein ggT und g = [[,, p" ein kgV der Elemente fi, ..., f,,. Dies zeigt
also insbesondere, dass in einem faktoriellen Ring fiir beliebige endliche Mengen von Elementen
jeweils ein kgV und ein ggT existiert.

Beweis: Wegen v,,(f) =u, < v,(f;) fiir alle p € P und 1 <i < m ist f nach Lemm ein gemeinsamer Teiler von
f1s s fm- Ist h € R ein weiteres Element mit h|f; fiir 1 < i < m, dann folgt ebenfalls auf Grund des Lemmas jeweils
v,(h) < v,(f;) fir alle p € P und 1 < i < m. Damit gilt v,(h) < u, = v,(f) fiir alle p € P, und folglich ist h ein Teiler
von f. Der entsprechende Beweis fiir das kgV lduft analog. |

Wir beenden den Abschnitt mit einem Satz, der die faktoriellen Ringe in die bisher definierten Ringtypen einordnet.

Satz 10.10 Jeder Hauptidealring R ist faktoriell.

Beweis: Wir wissen bereits, dass jedes irreduzible Element in einem Hauptidealring R auch ein Primelement ist, nach
Proposition [9.11] Daher geniigt es zu zeigen, dass fiir jede Nichteinheit a € R, a # 0 eine Zerlegung in irreduzible
Elemente existiert. Nehmen wir nun an, dass a € R wére eine Nichteinheit ungleich Null, die keine solche Zerlegung
besitzt. Wir zeigen, dass dann eine Folge (a,),cv Von Ringelementen existiert, so dass gilt

(1) a, # 0z und a, ¢ R*
(i) Das Element a, ist nicht als Produkt irreduzibler Elemente darstellbar.

(lll) an+1|an und an *an+1

Nach Voraussetzung besitzt das Element a; = a die Eigenschaften (i) und (ii). Zu zeigen ist nun, dass fiir ein vorge-
gebenes a, mit den Eigenschaften (i) und (ii) ein Element a,,, ; existiert, so dass (iii) gilt und die Bedingungen (i), (ii)
auch fiir a,,,, erfiillt sind. Das Element a,, ist nicht irreduzibel, weil die Irreduzibilitat der Bedingung (ii) widerspre-
chen wiirde. Sei a,, = rs eine Darstellung von a, als Produkt von Nicht-Einheiten. Dann ist eines der Elemente r,s
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nicht als Produkt von irreduziblen Elementen darstellbar, denn ansonsten wiirde sich erneut ein Widerspruch zu (ii)
ergeben. Wir kénnen annehmen, dass das Element a,,; = r keine solche Darstellung besitzt. Ware a,,; = Og, dann
wiirde a, = Oy folgen, im Widerspruch zu (i). So aber sind die Bedingungen (i) und (ii) fiir a,, erfiillt. Offenbar
gilt auch a,¢|a,. Wiirde a,|a,.; gelten, dann gébe es ein ¢ € R mit a, ., = €a,, und aus a,; = €4, = €rs = €4S
wiirde mit der Kiirzungsregel s = 15 folgen, im Widerspruch dazu, dass s keine Einheit ist. So aber ist die Bedingung
(iii) fiir a, und a,, erfiillt.

Sei nun (a,),cn eine Folge mit den Eigenschaften (i), (ii) und (iii). Aus der Bedingung (iii) folgt fiir die Hauptideale
(a,,) nach Satz[9.1] (i) die Beziehung

(a;) & (@) & (a3) & (a) €

Wir zeigen, dass auch die Vereinigung I = U;:l(an) ein Ideal im Ring R ist. Wegen Oy € (a) liegt Oy auch in I.
Seien nun a, b € I und r € R vorgegeben. Dann gibt es m,n € IN mit a € (a,,) und b € (a,). Setzen wir 0.B.d.A. die
Ungleichung m < n voraus, dann liegen a und b wegen (a,,) € (a,) also beide in (a,). Weil (a,,) ein Ideal ist, folgt
a+be<(a,) und ra, € (a,), damitaucha+belundrael.

Da R nun ein Hauptidealring ist, gibt es ein b € R mit I = (b). Insbesondere gilt dann (a,,) € (b) fiir alle n € IN. Nach
Definition von I gibt es andererseits ein m € IN mit b € (a,,), also b € (a,,) fiir alle n > m. Es folgt (b) C (a,) und
damit (a,) = (b) fiir alle n > m. Aber dies widerspricht der vorherigen Feststellung (a,,) & (a,,41)- Die Annahme,
dass es ein Element gibt, das sich nicht in irreduzible Elemente zerlegen lasst, hat also zu einem Widerspruch gefiihrt.
O

Die Umkehrung dieses Satzes ist falsch: Es gibt faktorielle Ringe, die keine Hauptidealringe sind. Im néchsten Kapitel
werden wir sehen, dass fiir jeden faktoriellen Ring R auch der Polynomring R[x] faktoriell ist. Daraus folgt unter
anderem, dass Z[x] ein faktorieller Ring ist. Aber R ist kein Hauptidealring, denn das Ideal I = (2, x) ist kein
Hauptideal.

Zum Beweis nehmen wir an, es gibt ein f € Z[x] mit (f) =1, f = a,x" + ... + a;x + ay mit ay, ...,a, € Z. Wegen
f €(2,x) gibt es Polynome g,h € Z[x] mit f = 2g + xh. Dies zeigt, dass der konstante Term q eine gerade ganze
Zahl sein muss. Aber aus (f) = (2, x) folgt auch 2 € (f), also 2 = uf fiir ein weiteres Polynom u € Z[x]. Dies ist
nur moglich, wenn f eine Konstante ist. Wegen x € (f), also x = vf fiir ein v € Z[x] muss diese Konstante gleich 1
sein. Aber dies steht im Widerspruch dazu, dass a, gerade ist.




§11. Irreduzibilitdtskriterien und Gauf$’sches Lemma

Zusammenfassung. Wie wir bereits in der Korpertheorie festgestellt haben, ist es fiir verschiedene Anwen-
dungen notwendig, die Irreduzibilitit eines Polynoms f € K[x] tiber einem Korper K nachzuweisen. In diesem
Abschnitt werden wir mehrere solche Kriterien zur Verfiifung stellen, wobei wir fiir die Herleitung auf die Theo-
rie insbesondere der letzten beiden Kapitel zuriickgreifen werden. Von besonderem Interesse ist fiir uns die
Situtation, in der K Quotientenkorper eines faktoriellen Rings R ist, wie sie z.B. fiir K = Q und R = Z vorliegt.
Hier werden wir unter anderem zeigen, dass fiir die Irreduzibilitit eines Polynoms f € R[x] tiber dem Korper
K bereits die Irreduzibilitéit in R[x] hinreichend ist.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Siitze

— primitives Polynom iier einem faktoriellen Ring - Kriterium fiir die Nullstellen eines Polynoms R[x] im
Quotientenkorper K von R

- Gauf¥’schen Lemmas, Zusammenhang zwischen Irredu-
zibiltét iber R und K

— Polynomringe {iber faktoriellen Ringen sind faktoriell.

— Eisenstein-Kriterium und Reduktionskriterium

Wir beginnen mit einem einfachen Kriterium fiir die Existenz von Nullstellen eines Polynoms f € R[x] iiber einem
faktoriellen Ring R iiber seinem Quotientenkorper K. Wie wir wissen, ist im Fall grad(f) € {2, 3} die Nicht-Existenz
von Nullstellen fiir die Irreduzibilitdt von f in K[ x ] bereits hinreichend. Bei hoheren Polynomgraden kann man haufig

auf andere Irreduzibilitdtskriterien zuriickgreifen, von denen wir einige im weitere Verlauf des Kapitels vorstellen
werden.

Satz 11.1 SeiR ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkorper und f € R[x] ein Polynom vom
Gradn>1. Sei f =a,x"+ ...+ a;x + ay mit ag, ...,a, €R.

(i) Ist a € K eine Nulstelle von f, a = % mit p,q € R und q # 0, wobei p und q teilerfremd
sind, dann gilt g | a, und p | a,.

(ii) Ist insbesondere f normiert, also a, = 1, dann liegt a in R und ist ein Teiler von a,.

Beweis: Offenbar ist die Aussage (ii) eine direkte Folgerung von (i). Zum Beweis von (i) sei a = 1 wie angegeben.
Es gilt
n—1 n—1 n—1
fla)=0 < ana”+Zakak=O & ananz—Zakak = an(g)"z—Zak(%’)k
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
e ap'=-> apt=gq (—Zakp"q”“‘) :
k=0 k=0
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Dies zeigt, dass a,p™ durch g teilbar ist. Weil mit p und g auch p™ und q teilerfremd sind, muss q | a, gelten. Nun gilt

ebenso
fla)=0 < Zakak+a0=0 = a0=—Zakak = aoz—Zak(g)k
k=1 k=1 k=1
n n
S a"=—Y aqp‘¢*=p (—Z akpk‘lq”‘k) :
k=1 k=1
Dies zeigt, dass ayq" von p geteilt wird. Weil p und q" teilerfremd sind, folgt daraus p | ay. m|

Mit Hilfe dieses Kriteriums kann beispielsweise leicht gezeigt werden, dass Polynom f = x®>—x+2 in Q[x] irreduzibel
ist. Wire es reduzibel, dann hitte es wegen grad(f) = 3 eine rationale Nullstelle. Weil aber Z faktoriell und Q
der Quotientenkorper von Z ist, und weil f in Z[x] liegt und normiert ist, muss jede rationale Nullstelle von f
ein ganzzahliger Teiler von 2 sein. Die einzigen moglichen Nullstellen von f in Q sind damit +1,+2. Es gilt aber
f)=f(-1)=2, f(2) =4 und f(—2) = —4. Somit besitzt f in Q keine Nullstelle.

Unser néchstes Ziel ist die Formulierung und der Beweis des Gaul3schen Lemmas, dass einen Zusammenhang zwi-
schen der Irreduzibilitéit {iber einem faktoriellen Ring R und iiber dessen Quotientenkorper K herstellt. In den An-
wendungen ist man meistens am Spezialfall R = Z und K = Q) interessiert.

Lemma 11.2 Sei R ein faktorieller Ring und K sein Quotientenkérper. Sind ag,...,a, € K*
beliebig vorgegeben, dann gibt ein a € K*, so dass die Elemente a; = aa; in R liegen und

ggT(ay,....,a,) =1 gilt.

Beweis: Nach Definition des Quotientenkorpers gibt es Elemente r;,s; € K mits; #0,so dassa; =r;/s; flir 1 <i<n
gilt. Setzen wir a =s,...s,, dann liegt a in K*, und es gilt

wmn(fi)(115) <

k=1 k=i+1

Wir kénnen also 0.B.d.A. voraussetzen, das a; € R fiir 1 <i < n gilt Sei nun d = ggT(ay, ...,a,), a = d ! und a; = aaq;
fiir 1 <i < n. Angenommen, die Elemente a;, ...,a/, sind nicht teilerfremd. Dann gibt es ein Primelement p mit pla;
fiir 1 <i < n. Es folgt pd|q; fiir 1 <i < n und somit pd|d nach Definition des ggT. Dies bedeutet, dass ein a € R mit
pda = d existiert, und die Kiirzungsregel liefert pa = 1. Aber dies ist unmoglich, denn ein Primelement kann nicht
zugleich Einheit sein. Also ist ggT(a;, ...,a;) = 1 erfiillt. O

Definition 11.3 Sei R ein faktorieller Ring und f = ZZ:O a;x* € R[x]. Wir nennen das Poly-
nom f primitiv, wenn f # 0 ist und die Koeffizienten ay, ..., a,, keinen gemeinsamen Primteiler
besitzen.




Wir betrachten einige Beispiele.

(i) Normierte Polynome in R[x], also Polynome der Form x"+a,_;x" " +...+a; x +a, mit héchstem Koeffizienten
1 und ansonsten beliebigen Koeffizienten a, ...,a,_; € R, sind immer primitiv.

(i) Das Polynom 2x2 + 4x + 6 ist nicht primitiv, denn es gilt ggT(2,4,6) = 2.

(iii) IstR ein Integritidtsbereich und f € R[x] ein irreduzibles Element vom Grad > 1, dann ist f primitiv. Ansonsten
hitten die Koeffizienten von f einen gemeinsamen Primteiler p € R, und es wiirde ein Polynom f € R[x] mit
f = pf existieren. Dies aber bedeutet, dass f als Produkt von Nichteinheiten dargestellt werden kann und
somit reduzibel ist.

Folgerung 11.4 SeiR ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkorper und f € K[x] ein Polynom
mit f # 0. Dann gibt es ein @ € K*, so dass af in R[x] liegt und primitiv ist.

Beweis: Das folgt unmittelbar aus Lemma|11.2] angewendet auf die Koeffizienten des Polynoms f. |

Sei nun R ein Integritiitsbereich, p C R ein Primideal und R = R/p der zugehdérige Restklassenring, mit dem kanoni-
schen Epimorphismus 7 : R — R. Wir bezeichnen mit p[x] = pR[x] die Menge aller Polynome, deren Koeffizienten
im Primideal p enthalten sind. Es handelt sich um das von der Teilmenge p in R[x] erzeugte Ideal.

Lemma 11.5 Der Homomorphismus ¢ : R[x] — R[x] gegeben durch Z?:o a;xt -

Z?:o m(a;)x; induziert einen Isomorphismus R[x]/p[x] = R[x] von Ringen.
Beweis: Weil der kanonische Epimorphismus 7 : R — R surjektiv ist, gilt dasselbe fiir ¢. AuRerdem ist p[x] ist der
Kern von ¢. Also folgt die Aussage aus dem Homomorphiesatz. m|

Folgerung 11.6 Das Ideal p[x] ist ein Primideal in R[x].

Beweis: Weil p in R ein Primideal ist, handelt es sich beim Faktorring R nach Satz um einen Integrititsbe-
reich. Damit ist auch der Polynomring R[x] ein Integrititsbereich, auf Grund der Isomorphie also auch R[x]/p[x].
Wiederum nach Satz folgt daraus, dass p[x] ein Primideal ist. O

Satz 11.7 (Lemma von Gaufs)
Sei R ein faktorieller Ring, und seien f, g € R[x] primitive Polynome. Dann ist auch f g primitiv.

Beweis: Angenommen, das Produkt f g ist nicht primitiv und das Primelement p € R ein gemeinsamer Teiler der
Koeffizienten. Nach Proposition[9.10ist (p) in R ein Primideal, und nach Folgerung[11.6]erzeugt p auch ein Primideal
in R[x], das wir ebenfalls mit (p) bezeichnen. Nun sind f g nach Voraussetzung in (p) enthalten, es folgt f € (p)
oder g € (p). Setzen wir 0.B.d.A. den ersten Fall voraus, dann ist p ein gemeinsamer Teiler der Koeffizienten von f,
im Widerspruch dazu, dass f primitiv ist. |




Satz 11.8 SeiR ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkérper und f € R[x] ein Polynom mit
grad(f) > 1.

(i) Ist g € R[x] ein primitives Polynom mit der Eigenschaft, dass g ein Teiler von f in K[x]
ist, so ist g bereits ein Teiler von f in R[x].

(ii) Ist f irreduzibel in R[x], dann auch in K[x].

Beweis: zu (i) Nach Voraussetzung gibt es ein h € K[x] mit f = gh, und Folgerung liefert uns ein Element
a € K*, so dass h = ah in R[x] liegt und primitiv ist. Nach dem Lemma von GauR ist gh primitiv, und es gilt
f=glah).

Sei a = a/b eine Darstellung von « als gekiirzter Bruch, also mita, b € R, b # 0 und ggT(a, b) = 1. Dann erhalten wir
aus f = g(a~'h) Gleichung af = bgh. Angenommen, p ist ein Primteiler von a. Dann wire p auch ein gemeinsamer
Primteiler der Koeffizienten von gh. Aber das ist unméglich, weil gh primitiv ist. Es folgt a~* = b/a € R, und die
Gleichung f = g(a'h) zeigt, dass g auch in R[x] ein Teiler von f ist.

zu (ii) Sei f = gh mit g,h € K[x]. Ferner sei a € K* ein Element mit der Eigenschaft, dass § = ag in R[x] liegt und
primitiv ist. Wegen f = g(a 'h) ist auch g ein Teiler von f in K[x]. Weil aber § auferdem primitiv ist, ist § nach
Teil (i) sogar ein Teiler von f in R[x]. Es gibt also ein h € R[x] mit f = gh. Wegen gh = f = g(a'h) gilt h = a~'h.
Weil f nach Voraussetzung in R[x] irreduzibel ist, ist § oder h eine Einheit in R[x], also ein Element aus R*. Wegen
& =ag und h = a~'h folgt daraus g € K* oder h € K*. Also ist g oder h eine Einheit in K*, und folglich ist f auch
in K[x] irreduzibel. O

Um also beispielsweise zu zeigen, dass ein normiertes Polynom f € Z[x]im Polynomring Q[ x] irreduzibel ist, gentigt
es, die Irreduzibilitét in Z[x] nachzuweisen. In vielen Fillen ist dies bedeutend einfacher.

Satz 11.9 Ist R ein faktorieller Ring, dann ist auch R[x] faktoriell.

Beweis: Sei f € R[x] ungleich O und keine Einheit in R[x]. Wir zeigen zunéchst, dass f in R[x] eine Zerlegung
in irreduzible Elemente besitzt. Sei ¢ ein ggT der Koeffizienten von f im Ring R. Dann koénnen wir f in der Form
f = cg schreiben, mit einem primitiven Polynom g. Weil R faktoriell ist, kann ¢ in R als Produkt irreduzibler Elemente
dargestellt werden.

Wir zeigen nun durch vollstidndige Induktion tiber m = grad(g), dass auch g ein Produkt irreduzibler Elemente ist.
Im Fall m = 0 ist g in R[x ] eine Einheit und nichts zu zeigen. Setzen wir nun m > 1 voraus. Besitzt g keine Zerlegung
in Nicht-Einheiten, so ist g nach Definition irreduzibel. Nehmen wir nun an, es gilt g = h;h,, wobei h; und h, in
R[x] keine Einheiten sind. Ware grad(h;) = 0 oder grad(h,) = 0, dann wére h; oder h, eine Nicht-Einheit in R und
wiirde somit von einem Primelement p des Rings R geteilt. Somit wire dann p ein Teiler von g, im Widerspruch dazu,
dass g primitiv ist. So aber gilt 0 < grad(g;), grad(g,) < m. Wir kdnnen auf g; und g, die Induktionsvoraussetzung
anwenden und erhalten Darstellungen beider Polynome als Produkte irreduzibler Elemente von R[x]. Daraus ergibt
sich eine ebensolche Darstellung fiir g, womit der Induktionsschritt abgeschlossen ist.




Nun miissen wir noch zeigen, dass die Darstellung von unserem Polynom f im Wesentlichen eindeutig ist. Wieder
stellen wir f als Produkt cg mit einem Element ¢ € R und einem primitiven Polynom g € R[x] dar. In jeder Darstellung
von f als Produkt irreduzibler Elemente bilden die Faktoren vom Grad O (bis auf Einheiten) eine Zerlegung von c,
und die iibrigen Faktoren eine Zerlegung von g. Da die Eindeutigkeit der Faktorzerlegung in R bereits bekannt ist,
konnen wir uns auf den Fall f = g beschrédnken. Nehmen wir nun an, dass durch

g1 & = f = hlhs

zwei Zerlegungen des primitiven Polynoms f € R[x] in irreduzible Elemente g;,h; des Rings R[x] gegeben sind,
alle von positivem Grad. Nach Satz (i) sind die Elemente g;,h; auch alle irreduzibel in K[x], wobei K den
Quotientenkorper von R bezeichnet. Auf Grund der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in K[x] muss r = s gelten,
und nach eventueller Umnummerierung ist g; in K[x] assoziiert zu h;, fiir 1 <i < r. Wegen Satz[11.8] (i) g; auch in
R[x] jeweils assoziiert zu h;. Damit ist die Eindeutigkeit der Zerlegung nachgewiesen. m|

Wir formulieren noch zwei Kriterien fiir die Irreduzibilitdt von Polynomen iiber Ringen.

Satz 11.10 (Eisenstein-Kriterium)

Sei R ein faktorieller Ring, p € R ein Primelement und f € R[x] ein primitives Polynom vom
Grad n > 0. Es sei f = a,x" + a,_1 X" ! +... + a;x + ay mit ay, ..., a,, € R, und wir setzen voraus,
dass die Koeffizienten von f folgende Bedingungen erfiillen.

@) pla; fir0<i<n (i) pta, (i) p%ta,

Dann ist f in R[x] irreduzibel.

Beweis: Angenommen, es gibt Polynome g,h € R[x] mit f = gh. Wir schreiben

S

g = Zo:b,-xi und h = kz:ckxk mit b;,c, €R, b,,c, #0.
i —0

Dann gilt a, = b,c,, und wegen Bedingung (iii) gilt p|a,, p? { a,. Nach eventueller Vertauschung von g und h kénnen
wir annehmen, dass p|b, und p ¢t ¢, gilt. Wére p ein Teiler sdmtlicher Koeffizienten von g, dann wére p auch ein
Teiler von a,, = b,.c,, im Widerspruch zur Bedingung (ii). Es gibt also ein minimales u € {1, ...,r} mit p } b,. Nun gilt

u
a, = E bu—ici >
i=0

und p ist ein Teiler von b,_;¢; fiir 1 < i < u, aber kein Teiler von b,c,. Folglich ist p auch kein Teiler von q,, und
wegen Bedingung (i) muss u = n gelten. Damit ist grad(g) = n = grad(f) und grad(h) = 0. Weil f primitiv ist, muss
h in R* liegen. Damit ist die Irreduzibilitat von f in R[x] bewiesen. O

Beispielsweise sind die Polynome x2 —5 und x> + 2x + 6 beide primitiv, weil sie normiert sind. Beim ersten Polynom
kann das Eisenstein-Kriterium auf die Primzahl p = 5, beim zweiten auf p = 2 angewendet werden. Also sind beide
Polynome in Z[x] und nach Satz auch in Q[x] irreduzibel.




Satz 11.11 (Reduktionskriterium)

Sei R ein faktorieller Ring, p € R ein Primelement und R = R/(p). Es sei f = > a;x" € R[x]
ein primitives Polynom mit a,, ¢ (p) und f das Bild von f in R[x]. Ist f in R[x] irreduzibel, dann
auch das Polynom f in R[x].

Beweis: Nehmen wir an, es gibt eine Zerlegung f = gh von f mit g,h € R[x], wobei wir annehmen, dass weder g
noch h eine Einheit in R[x ] ist. Weil f primitiv ist, sind dann g und h auch keine konstanten Polynome. Es gilt dann
f = ghinR[x], wobei g, h die Bilder von g, h in R[x] bezeichnen. Wegen a,, ¢ (p) gilt grad(f) = grad(f), und damit
muss auch grad(g) = grad(g) und grad(h) = grad(h) gelten.

Insbesondere sind g und h nicht konstant. Nun ist (p) wegen Propositionein Primideal in R und R = R/(p) damit
nach Satz (i) ein Integritéitsbereich. Daraus folgt, dass die Einheiten im Polynomring R[x] genau die Einheiten
in R sind, siehe Folgerung Somit sind g und h keine Einheiten in R[x]. Aber dann zeigt die Gleichung f = gh,
dass f in R[x] nicht irreduzibel ist. O

Als Anwendung des Reduktionskriteriums zeigen wir, dass f = x® + x + 1 in Q[x] irreduzibel ist. Offenbar ist f in
Z[x] ein primitives Polynom. Setzen wir p = (2), dann ist R/p = IF,. Der Leitkoeffizient von f ist gleich 1 und liegt
somit nicht in p. Das Bildpolynom

f = xX*+x+1elF,x]

hat in I, keine Nullstelle (es gilt £(0) = f(1) = 1), wegen grad(f) = 3 ist es also irreduzibel. Auf Grund des
Reduktionskriteriums ist f also in Z[x] irreduzibel, und mit Satz erhalten wir die Irreduzibilitat in Q[x].




§12. Kreisteilungspolynome

Zusammenfassung. Die Kreisteilungskorper spielen in der Algebra eine wichtige Rolle, da einerseits viele ih-
rer strukturellen Merkmale, zum Beispiel ihre Galoisgruppen, leicht zu beschreiben sind, sie andererseits aber
auch die Grundlage fiir viele fortgeschrittene Aufgabenstellungen bilden. Unter anderem werden sie benétigt,
um die Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen zu studieren, und auch bei der Frage nach der Konstruier-
barkeit regelméRiger n-Ecke durch Zirkel und Lineal spielen sie eine wichtige Rolle. Sie treten sowohl beim
Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes in Erscheinung wie auch beim Satz von Kronecker-Weber, der die
Galois-Erweiterungen von @ mit abelscher Galoisgruppe klassifiziert. In der Algebra-Vorlesung verwenden wir
sie als konkretes weiteres Beispiel fiir den Hauptsatz der Galois-Theorie.

Die Bezeichnung der Kreisteilungskorper ergibt sich aus der Tatsache, dass sie von Einheitswurzeln erzeugt
werden, die (aufgefasst als Punkte in der komplexen Ebene) den Einheitskreis gleichmi(3ig unterteilen. Die
Minimalpolynome der Einheitswurzeln bezeichnet man als Kreisteilungspolynome. Die Nullstellen des n-ten
Kreisteilungspolynom sind dabei gerade die primitiven n-ten Einheitswurzeln. Wir werden zeigen, dass es sich
dabei um ganzzahlige Polynome handelt, und geben eine Rekursionsformel fiir ihre Berechnung an. Besonde-
ren Aufwand erfordert der Beweis, dass die Polynome, die durch die Formel definiert werden, tatsichlich iiber
Q irreduzibel sind. Hier kommen unter anderem die Ergebnisse aus § 11 zur Anwendung.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze
— n-te Einheitswurzel, primitive n-Einheitswurzel =~ — Rekursionsformel zur Berechnung der Kreisteilungspo-
lynome

— Gruppe u,, der Einheitswurzeln

L — Irreduzibilitéit der Kreisteilungspolynome iiber ©
— n-tes Kreisteilungspolynom

Definition 12.1 Sei n € IN. Eine n-te Einheitswurzel in C ist ein Element { € C mit {" = 1.

Wie man leicht nachrechnet, bilden die n-ten Einheitswurzeln eine Untergruppe von C*, die wir mit u,, bezeichnen.
Es gilt
{eZﬂ:ik/n

Un OSk<n} ,

denn nach Definition sind die n-ten Einheitswurzeln genau die Nullstellen von x" —1 € Z[x] in C, und da x" — 1
ein Polynom vom Grad n ist, kann es hochstens n verschiedene Nullstellen in C geben. Andererseits sind durch die
Elemente auf der rechten Seite der Gleichung wegen

(eZﬂik/n)n = e2mik _— 4

offenbar n verschiedene Nullstellen des Polynoms gegeben. Das Element ¢, = e2™/" ist ein Erzeuger der Gruppe u,,
es gilt also u, = ({,).




Lemma 12.2 Sei k € Z. Genau dann gilt u,, = (Cﬁ), wenn ggT(k,n) =1 ist.

Beweis: In der Gruppentheorie wurde gezeigt: Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung n und g ein Erzeuger von
G, dann ist G = (g*) 4dquivalent zu ggT(k,n) = 1. Das Lemma ist ein Spezialfall dieser Aussage. |

Definition 12.3 Sein € IN, n > 2. Eine primitive n-te Einheitswurzel ist ein Element { € u,
mit u,, = ({). Wir bezeichnen mit u C u,, die Menge der primitiven n-ten Einheitswurzeln. Das
Polynom &, € C[x] gegeben durch

e, = [Ja-0

feu

wird das n-te Kreisteilungspolynom genannt.

Aus technischen Griinden setzen wir &; = x—1, obwohl wir fiir n = 1 keine primitiven n-ten Einheitswurzeln definiert
haben.

Nach Lemma gilt fiir alle n > 2 jeweils

lurl = Hke€Z|0<k<n,ggT(k,n)=1} = o(n) ,

also ist ¢(n) auch der Grad des Polynoms &,,. Unser néchstes Ziel besteht in dem Nachweis, dass jedes Kreisteilungs-
polynom nicht nur iiber C, sondern iiber den ganzen Zahlen definiert ist.

Lemma 12.4 Firallene Ngiltx"—1=]] dln £a> wobei d die natiirlichen Teiler von n
durchléuft.

Beweis: Nach Definition sind die Nullstellen von x™ — 1 genau die Elemente { € C* mit {" = 1. Die Ordnung
d = ord({) von ¢ in C* ist dann ein Teiler von n. Also erzeugt ¢ erzeugt in diesem Fall die Gruppe u,, ist also eine
primitive d-te Einheitswurzel und somit eine Nullstelle von ®,. Sei umgekehrt { eine Nullstelle von ¢, fiir einen
Teiler d von n. Ist k € IN mit n = kd, dann gilt " = ({4)* = 1¥ = 1, also ist { eine Nullstelle von x™ — 1.

Somit haben wir gezeigt, dass die Nullstellenmengen der beiden Polynome auf der linken und rechten Seite der
Gleichung iibereinstimmen. Beide Polynome haben dariiber hinaus nur einfache Nullstellen, also sind sie gleich. O

Satz 12.5 Es gilt ®, € Z[x] fiir alle n € IN.

Beweis: Erneut fithren wir den Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Aussage wegen
®, = x — 1 Kklar. Sei nun n > 1, und setzen wir ®; € Z[x] fiir alle d < n voraus. Nach Lemma gilt

=1 = []e,

dln




Seinun § = {d € N | d|n,d < n} und g = [ [;o; ®4. Dann gilt also x" —1 = g - &, wobei das Polynom g nach
Induktionsvoraussetzung in Z[x] liegt; dariiber hinaus ist es normiert. Wir zeigen nun zunéchst, dass ¢,, in Q[x]
enthalten ist. Weil Q[x] ein euklidischer Ring ist, gibt es Polynome q,r € Q[x] mit g-®, =x"—1=qg+rundr =0
der grad(r) < grad(g). Durch Umformen erhalten wir (¢, —q)g = r, und auf Grund des Grades von g bleibt r =0
als einzige Moglichkeit. Es gilt also g - ¢, = gg und somit ®, = q € Q[x], da Q ein Integritdtsbereich ist, in dem die
Kiirzungsregel angewendet werden kann.

Also ist g ein normierter Teiler von x" — 1 im Ring Q[x], wobei g und x" — 1 beide in Z[x] liegen. Nach folgt
daraus, dass g auch ein Teiler von x" —1 im Ring Z[ x ] ist. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes, normiertes Polynom
heZ[x]mitx"—1=gh. Ausgh=x"—1=g %, folgt &, =h € Z[x]. O

Die Produktformel x"—1 = dn £a kann verwendet werden, um die Kreisteilungspolynome fiir die einzelnen na-
tlirlichen Zahlen n rekursiv zu berechnen. Ist p zum Beispiel eine Primzahl, dann gilt

-1 = &%, = (x—-19,
und somit
xP—1 -1 -2
d = = xXP+xP+ . +x+1.
p x—1

Ist ¢ € IN eine Primzahlpotenz, ¢ = p” mit einer Primzahl p und r € N, r > 2, dann gilt

-1 = [Jes = (]_[qad)cppr = (@7 -1)s,

d|pr d|pr—1
also
s, = _-_11 _ % = (YT ) T () ()

= PO LT P

Das sechste Kreisteilungspolynom berechnet man durch

o, = X1 _ x0—1 = x’—x+1
6T 90,0, (x—Dx+D(x2+x+1) ’

und das zwolfte Kreisteilungspolynom erhélt man durch die Rechnung

12 12
x—1 x=—1 4 9
&, = — —— = = x*—x*+1
D,9,8;9,%4 (=D +D2+x+ D)2+ 1)(x2—x+1)

Wir zeigen nun, dass die Kreisteilungspolynome iiber @ irreduzibel sind. Zur Vorbereitung bemerken wir
Lemma 12.6 Fiir jedes Polynom f € I, [x] gilt P = f(xF).

Beweis: Wir konnen f # 0 voraussetzen. Sei f = ZZ:O a;x* mitn € Nund ay, ...,q, € IF,,. Auf Grund der allgemeinen
Rechenregel (a + b)’ = a” + b” in Ringen der Charakteristik p und der Gleichung a” = a fiir alle a € I, (siehe
Algebra-Skript, Abschnitt endliche Korper) gilt

n p n n
o= (Bew) = S = S = D

k=0 k=0 k=0




Satz 12.7 Fiir jedes n € IN ist das Kreisteilungspolynom &, in Z[x] und Q[x] irreduzibel.

Beweis: Wir gehen davon aus, dass n > 1 ist, denn fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich. Wére das Kreisteilungs-
polynom in Q[x] reduzibel, dann nach Satz[11.8|(ii) auch in Z[x]. Es gibt dann normierte Polynome f, g € Z[x] mit
®, = fg und grad(f),grad(g) > 1, wobei wir voraussetzen, dass f in Z[x] (und damit auch in Q[x]) irreduzibel
ist. Wir zeigen nun:

Ist p eine Primzahl mit p { n und ¢ € C eine Nullstelle von f, dann gilt auch f(Z?) =0.

Angenommen, es gilt f(Z?) # 0. Wegen ®,({) = 0 und ®,, = f g muss dann g({?) = O gelten. Dies bedeutet, dass
{ eine Nullstelle des Polynoms g(x?) ist. Weil aber f das Minimalpolynom von ( ist, teilt f das Polynom g(x?) in
Q[x]. Dariiber hinaus ist f normiert, insbesondere primitiv, und nach Satz (i) ist f damit auch im Ring Z[x]
ein Teiler von g(x?).

Seien nun f, g die Bilder von f, g im Polynomring IF,[x]. Dann ist f ein Teiler von g(x?), nach Lemmaalso ein
Teiler von gP. Sei f; ein irreduzibler Teiler von f. Dann ist f; wegen f|gP auch ein Teiler von g§. Wegen ¢, = f g und
@, | (x"—1) ist f g ein Teiler von x" — 1, und wegen f,|f und f,|g folgt daraus f?2|(x" — 1). Insbesondere hat x" — 1
im algebraischen Abschluss F;lg von IF, mehrfache Nullstellen. Andererseits zeigt die Gleichung

ggT(x"—1,(x"-1)) = geT(x"—Lnx"") = 1 ,
dass dies nicht der Fall ist. Auf Grund dieses Widerspruchs ist die Annahme falsch und die Behauptung bewiesen.

Jede Nullstelle von ®,,, also jede primitive n-te Einheitswurzel, kann in der Form {™ dargestellt werden, wobei m € IN
eine zu n teilerfremde Zahl bezeichnet. Ist m > 1, dann ist m ein Produkt p; - - - p, bestehend aus Primzahlen p, mit
P tnfir 1 < k < r. Durch mehrfache Anwendung der soeben bewiesenen Behauptung erkennt man, dass mit ¢
auch die Elemente {P1, PPz ¢PiP2Ps ™ Nullstellen von f sind. Insgesamt sind also alle p(m) verschiedenen
Linearfaktoren von ¢, Teiler von f. Daraus folgt ®,|f und f = &,, insgesamt also die Irreduzibilitit von ®,,. |
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