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(Wiederholungsklausur alte Studienordnung)

Klausur

Nachname: Vorname:

Matrikelnr.:

Ihr Klausurergebnis kénnen Sie auf der Vorlesungshomepage mit Hilfe eines Benutzernamens,
eines Passworts und einer vierstelligen Identifikationsnummer abrufen, die Thnen personlich

zugeordnet ist. Sie erhalten diese Daten wéihrend der Klausur.

Aufgabe | 1 2 3 4 5 6 7 8 >
Punkte

Hinweise:
(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie neun Blétter (Deckblatt + 8 Aufgaben) erhalten haben.
(b) Fir die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.
(c) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt.
(d) Fillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Threr Losung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Ubungsaufgaben ist nicht zulissig.

(f) Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blatter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!



Name:

Aufgabe 1.  (5+3+2 Punkte)
Wir betrachten in der Gruppe G = (Q, +) die Untergruppen U = <%, %, %) und V = ().

(a) Begriinden Sie, dass die Elemente 1, £ und £ in U enthalten sind.
(b) Weisen Sie nach, dass U und V iibereinstimmen.

(c¢) Sind IN bzw. Z Untergruppen von G Bitte begriinden Sie jeweils Thre Antwort.
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Aufgabe 2.  (4+4+2 Punkte)

Wir betrachten die Gruppe G = Z /87 x 7,/27., mit der komponentenweisen Addition gegeben
durch (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) fir a,c € Z/8Z und b,d € 7Z.,/2Z als Verkniipfung.

(a) Gegeben Sie jeweils ein Element der Ordnung 1, 2, 4 und 8 in G an, und begriinden Sie
jeweils, dass das Element tatséchlich diese Ordnung besitzt.

(b) Entscheiden Sie, ob G zyklisch ist, und begriinden Sie Ihre Entscheidung.

(c) Sei N = ((4,0)). Bestimmen Sie die Ordnung der Faktorgruppe G/N (mit Nachweis).
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Aufgabe 3.  (6+4 Punkte)

Wir betrachten in der symmetrischen Gruppe Sg die Untergruppe G = ((1 2 3 4 5 6)). Die
Untergruppe N = ((1 4)(2 5)(3 6)) von Sg ist ein Normalteiler von G. (Das braucht nicht
gezeigt werden.)

(a) Geben Sie alle Elemente der Faktorgruppe G/N als Teilmengen von G an, wobei Sie
die Elemente jeder Nebenklasse in Zykelschreibweise darstellen. Geben Sie aufterdem ein

Reprisentantensystem von G/N an. Nachweise sind hier nicht erforderlich.

(b) Stellen Sie die Verkniipfungstabelle der Faktorgruppe G/N auf, wobei Sie alle Eintrége
durch das Représentantensystem aus Teil (a) darstellen.
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Aufgabe 4.  (6+4 Punkte)

(a) Seien G und H Gruppen. Beweisen Sie mit dem Homomorphiesatz, dass ein Isomorphis-
mus (G x H)/(G x {eg}) = H existiert.

(b) Sei nun G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G mit N = S, und G/N = Ss. Zeigen
Sie, dass GG einen Normalteiler der Ordnung 72 besitzt.
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Aufgabe 5.  (4+3+3 Punkte)

Sei G eine Gruppe der Ordnung 35.

(a) Begriinden Sie mit Hilfe der Sylowsétze, dass G einen Normalteiler U der Ordnung 5 und
einen Normalteiler V' der Ordnung 7 besitzt.

(b) Zeigen Sie, dass G isomorph zu U x V ist.

(c) Weisen Sie nach, dass G eine zyklische Gruppe ist.
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Aufgabe 6.  (4+3+3 Punkte)

Sei L|F5 eine Kérpererweiterung und v € L ein Element mit 4% + v + 1 = 0.

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « iiber 5 (mit Nachweis), und geben Sie die
Elemente der Korpers K = F5() an.

(b) Wir betrachten in K die Elemente a = 3 + 2y und 8 = 1 + 4. Bestimmen Sie Elemente
a,b € F5, so dass die Gleichung a8 = a + by erfiillt ist.

(c) Verifizieren Sie die Gleichung a?+a+2 =

0 und bestimmen Sie mit Hilfe dieser Gleichung
Elemente ¢, d € s, so dass a™! = ¢ + dv gilt.



Name:

Aufgabe 7.  (3+7 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass im Korper C der komplexen Zahlen der Teilkorper L = Q(v/2,v/—5)
mit dem Teilkérper Q(v/2 - v/—5) iibereinstimmt.

(b) Bestimmen Sie die Erweiterungsgrade [Q(v/2) : Q] und [L : Q] (jeweils mit Nachweis).

Ohne Beweis darf verwendet werden, dass die Polynome f = 2° — 2 und ¢ = 22 + 5 in Qz]
irreduzibel sind.
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Aufgabe 8.  (4+6 Punkte)
Sei f =12t —7¢€ Qz], K =Q(7) und L = Q(i, V7).
(a) Weisen Sie nach, dass L ein Zerfallungskorper von f iiber Q ist.

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Q-Homomorphismen X' — K und L — K, und begriinden
Sie jeweils Thr Ergebnis.



