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Spitestens seit der Entwicklung der pridikatenlogischen Beweiskalkiile und der Axiomatisierung der
Mengenlehre zu Beginn des 20. Jahrhunderts war offensichtlich geworden, dass die Ergebnisse der ge-
samten Mathematik mit all ihren Teilgebieten in einer vollstédndig formalisierten Sprache angegeben und
(zumindest prinzipiell) mit Hilfe eines genau festgelegten, iibersichtlichen Satzes von Regeln hergeleitet
werden konnen. Die Verifikation der Beweise, also eine Uberpriifung, ob die formalen Beweisregeln durch-
gehend eingehalten werden, wire dann ein rein mechanischer Vorgang, unabhéingig von (fehleranfilliger)
menschlicher Einsicht und Intuition. Beweisassistenzsysteme, die solche Uberpriifungen durchfithren und
dariiber hinaus den Benutzer bei der Zusammensetzung formaler Beweise unterstiitzen, sind seit langem

Forschungsgegenstand der Informatik.

Erst vor relativ kurzer Zeit haben diese Systeme allerdings einen Entwicklungsstand erreicht, der sub-
stanzielle Anwendungen innerhalb der reinen Mathematik ermdoglicht, und eine Handhabung auch durch
Nicht-Spezialisten ermdglicht. Ein beeindruckendes Beispiel fiir die Leistungsfahigkeit war 2012 die Ve-
rifikation des Beweises des Satzes von Feit-Thompson mit Hife des Beweisassistenzsystems CoqQ, der in
der Originalpublikation etwa 200 Seiten umfasste. Das System LEAN, dessen aktuellste Version LEAN 4
wir in dieser Lehrveranstaltung verwenden werden, ermoglicht erstmals den Gebrauch der gédngigen, aus
Vorlesungen und Lehrbiichern bekannten mathematischen Notation und der iiblichen Beweistechniken
wie etwa Beweis durch Kontraposition, durch Fallunterschiedung, durch Ringschluss u.v.m. Wichtiger
Bestandteil dieses Systems ist die MATHLIB, eine extrem umfangreiche Bibliothek mathematischer Defi-
nitionen und S#tze, die von einer groflen Anzahl von Autoren zusammengetragen wurde und sich {iber
nahezu alle Teilgebiete der Mathematik, von der Algebra und Analysis iiber die Topologie und Mafitheorie

bis hin zur Arithmetischen Geometrie, erstreckt.

Die vorliegende Lehrveranstaltung verfolgt mehrere Zielsetzungen. Das wichtigste Ziel ist eine Einfithrung
in die Erstellung formaler Beweise mit LEAN, wodurch zugleich die Fahigkeit zur Formulierung préziser
Aussagen und Herleitungen im Rahmen des Mathematikstudiums gestérkt werden soll. In der Vorlesung
behandeln wir die jeweils bendtigten Konzepte der Programmiersprache, praktische Aspekte bei der
Verwendung des Systems, und wiederholen kurz die als bekannt vorausgesetzten mathematischen Inhalte.
Anschlielend besprechen wir die Abbildung dieser Inhalte in LEAN unter Verwendung der neu erlernten
Konzepte, was jeweils durch eine Vielzahl konkreter Beispiele illustriert wird. Die Ubung findet im
Rechnerpool statt, wo die Teilnehmer die jeweils neu behandelten Techniken selbst ausprobieren kénnen,
zunichst durch das Ausfiillen von , Liickentexten*, im weiteren Verlauf durch zunehmend eigensténdiges

Formulieren von Definitionen und lingeren Beweisen.



Inhaltlich beginnen wir mit der Verifikation von Gleichungen und Ungleichungen, gehen dann iiber zur
Formulierung von ausssagenlogischen Beweisen durch Umgang mit den logischen Verkniipfungen (—, A,
V, =, <) und Grundtechniken des logischen Schlieens, zu pridikatenlogischen Beweisen basierend auf
dem Allquantor (V) und dem Existenzquantor (3), und befassen uns schliefilich mit der Abbildung von
zuniichst einfachen und dann komplexeren algebraischen Strukturen (zum Beispiel Halbgruppen, Korper,

Vektorrdume).

Bei der Anwendung unserer Technik konzentrieren wir uns zunéchst auf die Inhalte, die aus den ers-
ten beiden Semestern des Mathematikstudiums bekannt sind, also Mengenlehre, Lineare Algebra und
Analysis. Ein weiteres Ziel der Vorlesung besteht aber auch darin, den Teilnehmern einen genaueren
Einblick in den systematischen Aufbau der Mathematik zu geben, und dabei auf Themen eingehen, die
in den Anfangervorlesungen aus Zeitgriinden nur gestreift werden kénnen. So werden wir beispielsweise
mit LEAN mathematische Objekte rekursiv definieren, Beweise mit dem Zornschen Lemma fithren, den
Unterschied zwischen Mengen und Klassen deutlich machen und den Aufbau des Zahlensystems auf der
Basis der Mengenlehre nachvollziehen, bis hin zur Konstruktion der reellen Zahlen durch Dedekindsche
Schnitte und (alternativ) durch Cauchyfolgen rationaler Zahlen. Auch einige exotische Zahlbereiche wie
unendliche Kardinal- und Ordinalzahlen, p-adischen Zahlen und hyperrelle Zahlen werden wir mit Hilfe

von LEAN erkunden.

Programmierkenntnisse werden nicht vorausgesetzt, und fiir die Formulierung einfacher Beweise werden
auch keinerlei Grundlagen aus der Informatik benétigt. Um aber das System spéter moglichst effizient
einsetzen zu konnen und auch um zu verstehen, wie LEAN intern funktioniert, werden wir uns im Laufe
der Vorlesung je nach Bedarf mit einer Reihe von Konzepten aus der Theorie der funktionalen Program-
miersprachen auseinandersetzen. Unter anderem werden wir die unter LEAN verwendeten Datentypen
schrittweise immer besser kennenlernen. Zum Beispiel bietet es sich an, die Definition algebraischer Ob-
jekten in Strukturen zu biindeln. Desweiteren eignen sich rekursive Datentypen besonders gut fiir die
Durchfithrung von Induktionsbeweisen. Um zu gewéhrleisten, dass arithmetische Verkniipfungssymbole
wie + und - stets im richtigen Kontext verwendet werden, verwendet man Owerloading und Coercion,
und um Definitionen, Rechenregeln und Sétze auf unterschiedliche Situationen zu iibertragen, verwendet

man an Stelle von Strukturen das fortgeschrittenere Konzept der Klassen.

Einen Grofiteil dieser Hilfsmittel bendtigt man auch, um auf die oben schon angesprochene MATHLIB
zuzugreifen und den Code bereits vorhandener Implementierungen nachzuvollziehen. Wir werden hierzu
in der Vorlesung eine zweigleisige Strategie verfolgen: Einerseits sollen die Teilnehmer in die Lage versetzt
werden, Axiomensysteme und Beweise ,von Grund auf“ selbst, also ohne Zuhilfenahme der MATHLIB
zu entwickeln. Andererseits werden wir auch immer wieder darauf eingehen, wie man die Inhalte der
vorhandenen Bibliothek aufspiirt und in den eigenen Code integriert, um nicht stéindig ,, das Rad neu

erfinden® zu miissen.
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