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Zusammenfassung

In der Algebra-Vorlesung behandeln wir die Gruppen- und die Korpertheorie. wahrend eine weitere
wichtige algebraische Struktur, die Ringe, der Zahlentheorie-Vorlesung vorbehalten bleibt. Nach der
Wiederholung der wichtigsten Grundbegriffe behandeln wir zunédchst Gruppen mit einer besonders
leicht verstdndlichen Struktur, die zyklischen Gruppen. Dagegen konnen wir die Klassifikation der end-
lich abelschen Gruppen erst in Angriff nehmen, nachdem wir mit dem Satz von Lagrange und dem Kon-
zept der Faktorgruppe die Voraussetzungen dafiir geschaffen haben. Ein wichtiges Konzept in der Grup-
pentheorie ist der Begriff der Operation, der einerseits dazu beitragt, Gruppen mit einer anschaulich-
geometrische Interpretation zu versehen, und andererseits auch fiir die Theorie wichtige Anwendungen
nach sich zieht, wie beispielsweise die Auflosbarkeit der p-Gruppen und der Sylowsatze.

In der Korpertheorie steht der Begriff der algebraischen Kérpererweiterung im Mittelpunkt. Ein wich-
tiges Hilfsmittel bei der Untersuchung solcher Erweiterungen ist der Erweiterungsgrad, von dem wir
an vielen Stellen Gebrauch machen werden. Der Begriff des Zerféallungskorpers ist eine wichtige Vor-
aussetzung sowohl fiir die Klassifikation der endlichen Korper, ein wichtiges Etappenziel der zweiten
Vorlesungshilfte, als auch fiir die Galoistheorie, die am Ende der Vorlesungen die Gruppen- und Kor-
pertheorie miteinander verbindet.
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§ 1. Die Kategorie der Gruppen

Zusammenfassung. Eine Halbgruppe ist eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung. Existiert in einer
Halbgruppe ein Neutralelement, so spricht man von einem Monoid. Besitzt dariiber hinaus jedes Element ein
Inverses, dann liegt eine Gruppe vor. Neben diesen Strukturen Halbgruppe, Monoid und Gruppe definieren wir
auch die zugehorigen strukturerhaltenden Abbildungen; diese bezeichnet man als Homomorphismen. Viele
einfache Beispiele fiir Halbgruppen, Monoide und Gruppen erhilt man durch Betrachtung von Addition und
Multiplikation auf den Zahlbereichen IN, INy, Z, @, R und C. Schrankt man die Verkniipfung eines Monoids
auf die invertierbaren Elemente ein, so erhélt man eine Gruppe. Aus zwei Gruppen G und H kann eine neue
Gruppe konstruiert werden, das direkte Produkt G x H.

Wichtige Grundbegriffe

— Halbgruppen, Monoide und Gruppen

— Homomorphismen von Halbgruppen, Monoiden und Gruppen; Mono-, Epi-, Iso-, Endo- und Auto-
morphismen

- n-te Potenz eines Halbgruppen- (bzw. Monoid-, Gruppen-)elements
— Abgeschlossenheit einer Teilmenge einer Gruppe

— Permutationsgruppe, symmetrische Gruppe

— Automorphismengruppe Aut(G) einer Gruppe G

— (4uBeres) direktes Produkt G x H zweier Gruppen G,H

In der Mathematik trifft man eine Vielzahl algebraischer Strukturen an, zum Beispiel Gruppen, Ringe, Korper, Vektor-
rdume, Moduln, Algebren, Lie-Algebren, topologische Rdume, Garben, Schemata, Motive und viele weitere. Um etwas
Ordnung in diese Vielzahl von Strukturen zu bringen, wurde der Begriff der Kategorie eingefiihrt. Die sog. Objekte
einer Kategorie sind algebraische Strukturen eines bestimmten Typs, beispielsweise die Klasse aller R-Vektorraume.
Neben den Objekten besitzt jede Kategorie sog. Morphismen, durch die Beziehungen zwischen den Objekten her-
gestellt werden. Oft handelt es sich bei den Objekten um Mengen mit einer Zusatzstruktur; dies kann zum Beispiel
eine Verkniipfung auf der Menge sein. Die Morphismen sind dann in der Regel Abbildungen, die diese Zusatzstruktur
respektieren (indem sie zum Beispiel ,vertraglich“ mit der Verkniipufung sind). Man spricht in diesem Fall haufig
auch von Homomorphismen.

In der Kategorie der R-Vektorrdume ist jedes Objekt durch eine Menge V gegeben, fiir die zusétzlich eine Verkniipfung
auf V (die Vektoraddition) und eine Abbildung R x V — V (die skalare Multiplikation) definiert sind. Sind nun V, W
zwei Objekte, dann sind die Morphismen zwischen V und W genau diejenigen Abbildungen V — W, die diese
Zusatzstruktur respektieren, also vertraglich mit der Vektoraddition und der skalaren Multiplikation sind. In der
Vorlesung des zweiten Semesters haben wir solche Abbilungen unter der Bezeichnung ,lineare Abbildung“ eingefiihrt.




In diesem Kapitel fiihren wir nun die Kategorien der Halbgruppen, der Monoide und der Gruppen ein. Bekanntlich ist
eine Verkniipfung auf einer Menge X eine Abbildung * : X xX — X. Wir erinnern daran, dass eine solche Verkniipfung
als assoziativ bezeichnet wird, wenn (a * b) * ¢ = a * (b * ¢) fiir alle a, b, c € X erfiillt ist, und als kommutativ oder
abelsch, wenn a x b = b x a fiir alle a, b € X gilt. Die Kategorie der Halbgruppen ist nun wie folgt definiert.

Definition 1.1 Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, * ) bestehend aus einer nichtleeren Menge G
und einer assoziativen Verkniipfung * auf G. Sei (H, o) eine weitere Halbgruppe. Dann bezeich-
net man eine Abbildung ¢ : G — H mit der Eigenschaft ¢(g *h) = ¢(g)o ¢ (h) fiir alle g,h € G
als Halbgruppen-Homomorphismus.

Die einzige Zusatzstruktur, die Halbgruppen gegeniiber den ,nackten“ Mengen besitzen, ist also eine assoziative Ver-
kniipfung. Monoide und Gruppen besitzen demgegeniiber bereits eine komplexere Zusatzstruktur. Deren Einfiihrung
soll im Folgenden vorbereitet werden.

Definition 1.2 Sei (G, *) eine Halbgruppe. Ein Element e € G mit der Eigenschaft, dass axe =
e xa = a fir alle a € G erfiillt ist, bezeichnet man als Neutralelement von (G, *).

Wir notieren folgende einfache Beobachtung.

Proposition 1.3 Jede Halbgruppe besitzt hochstens ein Neutralelement.

Beweis: Sei (G, *,) eine Halbgruppe, und seien e, ¢/ Neutralelemente von (G, *). Weil e Neutralelement ist, gilt
a e = a fiir alle a € G, insbesondere also e’ x e = ¢’. Weil ¢’ Neutralelement ist, gilt ¢’ x a = a fiir alle a € G, also
insbesondere e’ x e = e. Insgesamt erhalten wir e’ = e’ xe =e. O

Wir kdnnen nun die Kategorie der Monoide einfithren.

Definition 1.4

(i) Eine Halbgruppe (G, *) wird Monoid genannt, wenn sie mindestens ein Neutralelement
besitzt. Nach Proposition[1.3]ist dieses Element dann eindeutig bestimmt; wir bezeichnen
es mit e;.

(i) Sind (G, %) und (H, o) Monoide, so bezeichnet man eine Abbildung ¢ : G — H als Mo-
noid-Homomorphismus von (G, ) nach (H, o), wenn ¢ ein Halbgruppen-Homomor-
phismus ist und auSerdem ¢ (e;) = ey gilt.




Wenden wir uns nun der Kategorie der Gruppen zu und definieren zur Vorbereitung.

Definition 1.5 Sei (G, %) ein Monoid mit dem Neutralelement e;. Ein Element g € G wird
invertierbar in (G, %) genannt, wenn ein h € G mit g * h = h* g = e existiert. Man nennt h in
diesem Fall ein Inverses von g.

Wir formulieren einige einfache Regeln fiir das Rechnen mit inversen Elementen.

Proposition 1.6 Sei (G, *) ein Monoid.

(i) Jedes Element g € G besitzt hochstens ein Inverses; sofern es existiert, wird es mit g_1
bezeichnet.

(ii) Seien g,h € G invertierbare Elemente. Dann sind auch die Elemente g xh und g~ inver-
tierbar, und es gilt (g xh) ' =h'x g lund (g )t =g.

(iii) Das Neutralelement e von (G, *) ist invertierbar, und es gilt egl =eg.

Beweis: zu (i) Nehmen wir an, dass h und h’ beides Inverse von g sind. Dann gilt g xh =e; und h’ x g = ¢;, und
esfolgth=e;xh=(h*g)xh=h x(gxh)=hxe;=h".

zu (i) Die Gleichungen (h™'xg )% (gxh) =h'x(g ' xg)xh =htxegxh=h"'xh=e; und (gxh)*x(h txg™!) =
gx(hxh VDxgl=gxesxg ™ =gxg ! =e; zeigen, dass h™! x g~! das (eindeutig bestimmte) Inverse von G ist.

Ebenso sieht man anhand der Gleichungen g~! x g = e; und g *x g~! = e, dass es sich bei g um das Inverse von g~ !
handelt.

zu (iii) Wie unter (ii) folgt dies direkt aus der Gleichung e; x e; = e;. |

Definition 1.7

(i) Ein Monoid (G, *), in dem jedes Element ein Inverses besitzt, wird Gruppe genannt.

(ii) Eine Gruppe G, und ebenso eine Halbgruppe bzw. ein Monoid, wird als kommutativ oder
abelsch bezeichnet, wenn die Verkniipfung * kommutativ ist, also g x h = h * g fiir alle
g,h € G erfiillt ist.

(iii) Sind (G, *) und (H, o) Gruppen, so bezeichnet man eine Abbildung ¢ : G — H als
Gruppen-Homomorphismus, wenn ¢ (g * g") = ¢(g) o ¢(g’) fur alle g, g’ € G gilt.

Man beachte, dass man bei der Definition des Gruppen-Homomorphismus ¢ in nicht zu fordern braucht, dass Neu-

tralelemente und Inverse unter ¢ erhalten bleiben, wie man es in Analogie zu Deﬁnition (ii) vielleicht erwarten
wiirde.




Lemma 1.8 Sei ¢ ein Homomorphismus zwischen den Gruppen (G, %) und (H, o). Dann gilt

pleg)=ey und (g =¢(g)" firalle geG.

Beweis: Es gilt ¢p(eg) = p(eg xeg) = p(eg) © p(eg), und durch Multiplikation beider Seiten von links mit ¢ (eg)™!
erhélt man

¢(ec)_1°¢(f3c) = ¢(ec)_1°¢(ec)°¢(€c) s

also e;; = ey o0 (eg) und schlieRlich e;; = ¢ (eg). Fiir jedes g € G gilt auRerdem ¢(g)op(g™1) = p(gxg ™) = p(eg) =
e Multipliziert man beide Seiten von links mit ¢ (g)™}, so erhélt man ¢(g) o p(g)op(g™) = ¢p(g) ! oey, somit
ey o p(g)™" = ¢(g)~" und schlieRlich ¢(g™") = p(g) " O

Wir betrachten nun einige konkrete Beispiele fiir Halbgruppen, Monoide und Gruppen.

(i) Das Paar (IN, +) ist eine Halbgruppe, (IN, -) sogar ein Monoid, mit 1 als Neutralelement.
(ii) Auch (IN,,+) ist ein Monoid (mit Neutralelement 0), ebenso wie (IN, -) (mit Neutralelement 1).
(iii) Das Paar (Z, +) ist eine Gruppe, (Z, -) lediglich ein Monoid.

(iv) Auch bei (@, +) handelt es sich um eine Gruppe, wihrend (Q, -) lediglich ein Monoid ist. Eine Gruppe erhalt
man, wenn man die 0 aus Q entfernt, d.h. das Paar (Q*, -) mit Q* = Q \ {0} ist eine Gruppe.

(v) Bezeichnet K einen Korper und V einen K-Vektorraum, dann ist (V, +) eine Gruppe. (Dies war Bestandteil der
Vektorraum-Definition.)

Alle unter (i) bis (v) aufgezdhlten Halbgruppen, Monoide und Gruppen sind abelsch. Bei Punkt (iv) beachte man,
dass durch die Addition keine Verkniipfung auf Q* definiert ist, denn das Bild von + : Q* x Q™ — Q, (a, b) — a+b ist
nichtin Q™ enthalten. Das Paar (Q*, +) ist also noch nicht einmal eine Halbgruppe. Um zumindest ein nicht-abelsches
Beispiel zu haben, ergdnzen wir unsere Liste noch um

(vi) Sein € IN mit n = 2, K ein Koérper und .#, ; die Menge der n x n-Matrizen iiber K. Es bezeichne - die
Multiplikation von Matrizen. Dann ist (.#, x, -) ein nicht-abelsches Monoid, mit der Einheitsmatrix E, als
Neutralelement. (Fiur n = 1 ist das Monoid offenbar abelsch.)

Anhand der aufgezéhlten Beispiele wird deutlich, dass Halbgruppen, Monoide und Gruppen in zwei unterschiedli-
chen Schreibweisen vorkommen, die von der Form des Verkniipfungssymbols abhéngen. Bei einem ,,punktidhnlichen“
Symbol wie - oder ® bezeichnet man das Neutralelement eines Monoids neben e; auch mit 1;, und die Schreib-
weise fiir das Inverse eines Elements g ist stets g~!. Man spricht in diesem Zusammenhang von multiplikativer
Schreibweise. Haufig wird ein punktiahnliches Verkniipfungssymbol auch weggelassen, das Element g - h also mit gh
bezeichnet.

Bei einem ,,plusartigen” Verkniipfungssymbol wie + oder & verwendet man fiir das Neutralelement die Notation O,
und die Schreibweise fiir das Inverse von g ist —g statt g~!. Die Gleichungen (g-h) ' =h'-glund (g7}) ' =g
haben bei additiver Schreibweise also die Form —(g + h) = (—h) + (—g) und —(—g) = g. Hier spricht man von
additiver Schreibweise; sie ist nur bei abelschen Halbgruppen (bzw. Monoiden oder Gruppen) gebrauchlich.




Haufig betrachten man Homomorphismen mit zuséatzlichen Eigenschaften.

Definition 1.9 Seien (G, *) und (H, o) Halbgruppen und ¢ : G — H ein Halbgruppen-
Homomorphismus. Man bezeichnet ¢ als

(i) Halbgruppen-Monomorphismus, wenn ¢ injektiv
(ii) Halbgruppen-Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv

(iii) Halbgruppen-Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.

Einen Halbgruppen-Homomorphismus ¢ : G — G von (G, - ) nach (G, -) bezeichnet man als Halbgruppen- Endomor-
phismus. Ist die Abbildung ¢ aul’erdem bijektiv, dann spricht man von einem Halbgruppen-Automorphismus. Alle
fiinf Bezeichnungen sind bereits aus der Linearen Algebra geldufig (in Verbindung mit den linearen Abbildungen),
und man verwendet sie auch in vielen anderen Kategorien.

Man bezeichnet zwei Halbgruppen (bzw. Monoide, Gruppen) (G, *) und (H, o) als isomorph und schreibt G = H,
wenn es einen Isomorphismus ¢ : G — H von Halbgruppe (bzw. Monoiden, Gruppen) gibt. Wie wir im weiteren
Verlauf noch sehen werden, besitzen zwei isomorphe Halbgruppen, Monoide oder Gruppen in jeder Hinsicht diesel-
ben algebraischen Eigenschaften. Sind zwei Halbgruppen (G, *) und (H, o) beispielsweise isomorph, dann sind sie
immer auch gleich méchtig, weil jeder Isomorphismus eine Bijektion ist. Ist (G, * ) dariiber hinaus ein Monoid (bzw.
eine Gruppe), dann gilt dasselbe fiir (H, o) (Beweis als Ubung).

Die in Proposition[1.6] (ii) formulierte Rechenregel l4sst sich leicht auf mehrere Faktoren erweitern.

Lemma 1.10 Sei (G, *) ein Monoid. Ist » € IN und sind gy, ..., g, € G invertierbare Elemente,
dann gilt (g; *...x g, ) ' =g " *k...xg .

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstédndige Induktion {iber die Anzahl r der Faktoren. Fiir r = 1 ist nichts zu
zeigen. Sei nun r > 1 vorgegeben, und setzen wir die Aussage fiir dieses r voraus. Seien g, ..., g,,1 € G invertierbare
Elemente. Nach Induktionsvoraussetzung gilt (g; ... g,) "} = gr_1 * ok gl_l. Damit erhalten wir

(gl*""kgr*gr+1)_1 = ((gl*"°*gr)*gr+1)_1 = gr__:l*(gl*"'*gr)_l = gr+1*gr_l*"'*gl_1 >

wobei im zweiten Schritt Prop. angewendet wurde. O

Bereits in fritheren Semestern wurde die n-te Potenz eines Korperelements fiir alle n € Z definiert. Die Definition
lésst sich problemlos auf die Elemente einer Halbgruppe bzw. eines Monoids iibertragen.

Definition 1.11 Ist (G, %) eine Halbgruppe und g € G ein beliebiges Element, dann definiert

n+1

man rekursiv g! = g und g""! = g" x g fiir alle n € IN. Ist (G, %) ein Monoid, dann setzt man

g% = e;. Ist g dariiber hinaus invertierbar, dann setzt man g™ = (g")~! fiir alle n € IN und hat

damit insgesamt g" fiir alle n € Z definiert.




Lemma 1.12 Sei (G, %) eine Halbgruppe.

m+n

(i) Fiir alle ge Gund m,ne N gilt g™ * g" = g™ und (g™)" = g™".

(ii) Sind g,h € G vertauschbare Elemente, gilt also gxh = h* g, dann folgt (g*h)" = g"«h"
fir g,he Gund ne N.

(iii) Ist allgemeiner {gy, ..., &, A1, ..., 1, } eine Menge in G bestehend aus paarweise vertausch-
baren Elementen (mit r € IN), dann gilt die Regel

(g1 *..xg)x(hyx...xh,) = (gy*xhy)*..x(g,xh)

und auBerdem (g; ... % g, )™ = g7" *...x g

In einem Monoid gelten alle Regeln entsprechend fiir m, n € IN, im Falle invertierbarer Elemente
g,h firm,neZ.

Den Beweis dieses Lemmas behandeln wir in den Ubungen.

Liegt die Halbgruppe (G, +) in additiver Schreibweise vor, dann schreibt man ng statt g". Die rekursive Definition
der n-ten Potenz lautet dann 1 g = g und (n+ 1)g = ng + g, und die {ibrigen Rechenregeln nehmen die folgende
Form an.

mg+ng=(m+n)g , n(mg)=(mn)g , n(g+h)=ng+nh ,
(g1 +...+g )+ +...+h)=(g1+h)+...+(g-+h.) , g +..+g=g+..+g ,
m(g,+...+g,)=mg; + ...+ mg,.

Man beachte, dass die dritte bis sechste Regel wiederum die Vertauschbarkeit der Elemente erfordert. Allerdings
hatten wir ja bereits bemerkt, dass die additive Schreibweise nur bei kommutativen Strukturen verwendet wird.

Lemma 1.13 Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus zwischen den Halbgruppen (G, %)
und (H, o), und sei g € G. Dann gilt ¢(g") = ¢(g)" fiir alle n € IN. Bei einem Monoid-
Homomorphismus gilt die Regel fiir alle n € IN,,. Ist g invertierbar, dann gilt dasselbe fiir ¢ (g),
und die Gleichung ¢(g") = ¢(g)" ist fiir alle n € Z giiltig.

Beweis: Sei zunéchst ¢ ein Halbgruppen-Homomorphismus. Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion
{iber n. Den Induktionsanfang erhilt man durch die Gleichung ¢(g!) = ¢(g) = ¢(g)', den Induktionsschritt von n
auf n+ 1 durch

pe™) = d(g"0g) = $gNod) = é@)odE) = Plg

wobei bei der dritten Gleichung die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde. Ist ¢ ein Monoid-Homomorphismus,
dann gilt auch ¢(g%) = ¢(eg) = ey = $(g)°. Sei nun g ein invertierbares Element und m € IN. Dann gilt ¢(g™) o
P(g™™) = p(g™ g™ = (g™ ™) = ¢(g°) = P(eg) = ey, und ebenso zeigt man ¢(g™™) © ¢p(g™) = eg. Dies
zeigt, dass ¢(g™) fiir alle m € IN invertierbar ist, insbesondere das Element ¢(g') = ¢(g). AuRerdem gilt jeweils
P(g™™) = p(g") " = ((g"™N = (¢(g)™)" = ¢(g)™™. Weil die Aussage $(g") = ¢(g)" fiir alle n € IN; bereits
gezeigt wurde, ist sie damit insgesamt fiir alle n € Z bewiesen. |




Definition 1.14 Seien G und H Gruppen. Dann bildet das kartesische Produkt G x H mit der
Verkniipfung * gegeben durch

(81,h1) *x(g2,hy) = (g182,h1hy) fir alle (g,h;),(82,hy) €GxH

ebenfalls eine Gruppe. Man nennt sie das (duflere) direkte Produktvon G und H.
Dariiber hinaus gilt

(i) Sind G und H abelsch, dann gilt dasselbe fiir (G x H, ).
(ii) Sind G’ und H’ zwei weitere Gruppen mit G = G’ und H = H’, dann folgt G xH = G’ xH'.

Beweis: Zunichst beweisen wir das Assoziativgesetz. Seien (g;,h1), (g, h5),(g3,h3) € G x H vorgegeben. Nach
Definition der Verkniipfung * und auf Grund der Assoziativitdt der Verkniipfungen von G und H erhalten wir

((g1,h1) *(g2,h2)) % (g3,h3) = (g182,h1hy) *(g3,h3) = ((8182)83,(hihy)hs) =
(81(8283),hi(hohs)) = (g1,h1) * (8283, hahs) = (g1,h1) * ((82,h2) * (g3, h3)).

Seien nun e, ey die Neutralelemente der Gruppen G und H. Fiir alle (g,h) € G x H gilt dann (g, h) * (eg,ey) =
(geg,hey) = (g,h) und ebenso (eg, ey) * (g,h) = (eqg,eyh) = (g, h). Dies zeigt, dass e,y = (eg, ;) das Neutral-
element von (G x H, %) ist. SchlieRlich gilt auch (g,h)* (g™, h™!) =(gg !, hh™!) = (eg,ey) = egxy und (g7, A1) %
(g,h) = (g7'g,h th) = (eg,ey) = egyy- Dies zeigt, dass (g1, h™!) jeweils ein Inverses von (g,h) ist, fiir alle
(g,h) € G x H. Insgesamt sind damit alle Gruppenaxiome verifiziert.

zu (i) Vorausgesetzt ist, dass G und H abelsch sind. Seien (g1, h;), (g3, h,) € G x H vorgegeben. Dann gilt (g;, ) *
(82, h2) = (8182, h1ha) = (8281, hohy1) = (82, ha) * (&1, hy).

zu (ii) Zur besseren Unterscheidung verwenden wir fiir die Gruppe G’ x H’' das Verkniipfungssymbol % . Auf Grund
der Voraussetzungen G = G’ und H = H’ gibt es Isomorphismen ¢ : G — G’ und v : H — H’. Wir zeigen, dass die
Abbildung a : G x H —» G’ x H’ gegeben durch a(g,h) = (¢(g),*(h)) fiir alle (g,h) € G x H einen Isomorphismus
zwischen G x H und G’ x H' definiert.

Zunéchst beweisen wir die Bijektivitdt. Zum Nachweis der Injektivitit seien (g1, h;), (g2, hy) mit a(gq,hq) = a(gy, hy)

vorgegeben. Dann folgt (¢(g1), ¥ (h;)) = (¢(g2), ¥ (hy)) und somit ¢(g;) = ¢(g,) und Y(h;) = ¢ (hy). Weil ¢ und
4 injektiv sind, folgt g, = g, und h; = h, und damit auch (g, g,) = (h;,h,). Zum Nachweis der Surjektivitat sei
(g’,h") € G’ x H' vorgegeben. Weil ¢ : G — G’ und v : H — H’ surjektiv sind, gibt es Elemente g € G und h € H mit

¢(g) =g’ und y(h) =h’". Es folgt a(g,h) = (¢(g), Y (h) = (g’,h").

Zum Schluss {iberpriifen wir noch, dass a : G x H — G’ x H’ ein Gruppenhomomorphismus ist. Wieder seien zwei
Elemente (g;,h;) und (g,,h,) in G x H vorgegeben. Auf Grund der Definition von a und der Homomorphismus-
Eigenschaft der beiden Abbildungen ¢, erhalten wir

a((g1,h1)*(g2,h2)) = alg182,Mhy) = (P(g182),¥(Mhy)) = (¢(g1)¢(g2), Y (h1)y(hy))
= (¢(g1), Y (h)) * (¢(g2), ¥ (hy)) = algy,hy) * alga, hy). O

Beispielsweise ist die Menge Z x Z mit der Verkniipfung (a, b)®(c,d) = (a+c, b+d) eine Gruppe. Das Neutralelement
der Gruppe ist (0, 0), und das Inverse von (a, b) ist jeweils (—a,—b).




Definition 1.15 Sei (X,0) eine Menge mit einer Verkniipfung. Eine Teilmenge U € X wird
abgeschlossen unter o genannt, wenn fiir alle x, y € U auch das Element x o y in U liegt.

Ist U C X abgeschlossen unter o, dann ist die Abbildung o;; : U x U — X, die man durch Einschrankung von o auf
die Teilmenge U x U C X x X erhilt, zugleich eine Abbildung U x U — U, also eine Verkniipfung auf U.

An dieser Stelle ist es angebracht, auf eine abweichende Einfiihrung der Gruppenaxiome hinzuweisen, wie man sie
héufig in der Physik-Literatur antrifft. Dort werden Gruppen durch die Formulierung definiert, dass sie ,,abgeschlossen
sind, ein Neutralelement besitzen und jedes Element ein Inverses hat“. Mit ,,abgeschlossen” ist dort gemeint, dass fiir
Gruppenelemente g,h € G auch die Verkniipfung gh ein Element aus G ist. Dies ist natiirlich nur dann eine sinnvolle
Aussage, wenn von vornherein klar ist, welche Bedeutung der Ausdruck gh hat (unabhéngig davon, ob gh in G liegt
oder nicht).

Tatséchlich ist dies in physikalischen Anwendungen héufig der Fall. Ist G beispielsweise die Menge der Lorentz-
Transformationen (aus der Speziellen Relativitdtstheorie), dann sind die Elemente von G insbesondere bijektive
Abbildungen R* — R*. Fiir beliebige g,h € G ist dann mit gh offenbar die ebenfalls bijektive Komposition der
Abbildungen g und h gemeint (in ausfiihrlicher Schreibeweise g o h). Unter ,Abgeschlossenheit” versteht der Phy-
siker dann die Feststellung, dass die bijektive Abbildung g o h : R* — R* wiederum eine Lorentz-Transformation
1st.

Auch in der Mathematik ist man hiufig in der Situation, dass die Verkniipfung auf einer Menge U wie oben durch
Einschrankung einer Verkniipfung zu Stande kommt, die urspriinglich auf einer grofleren Menge G 2 U definiert
ist. Allerdings verwendet man fiir die Konstruktion von Gruppen, wie wir noch sehen werden, haufig auch recht
,exotische“ Mengen (deren Elemente zum Beispiel Aquivalenzklassen sind), auf denen eine Verkniipfung von Grund
auf neu konstruiert werden muss, und nicht einfach von einer gré3eren Menge , geerbt” werden kann.

Aus diesem Grund ist der Zugang der Physiker zum Gruppenbegriff fiir unsere Zwecke nicht flexibel genug. Zunéchst
aber betrachten wir einen Fall, bei dem eine Gruppenverkniipfung tatsdchlich durch Einschridnkung einer Verk-
niipfung auf einer grofleren Menge zu Stande kommt.

Satz 1.16 Sei (G, %) ein Monoid und G* C G die Teilmenge der invertierbaren Elemente. Dann
ist G* abgeschlossen unter der Verkniipfung *, und (G*, x4« ) ist eine Gruppe. Das Neutralele-
ment e; von G ist zugleich das Neutralelement von (G*, *gx ).

Beweis: Nach Proposition (ii) ist das Produkt zweier invertierbarer Elemente wiederum invertierbar. Die Teilmen-
ge G* C G ist also unter * abgeschlossen, und somit existiert, wie oben erldutert, eine Verkniipfung *.. auf G*. Wir
iiberpriifen nun fiir (G*, *4~ ) die Gruppenaxiome. Das Assoziativgesetz ist in G* erfiillt, denn fiir alle g,h,k € G*
gilt

g« (hxg< k) = gx(hxk) = (gxh)xk = (g*g«h)*gk.

Das Assoziativgesetz ,,libertragt” sich also von (G, %) auf (G, x5~ ). Nach Proposition (iii) ist e in G* enthalten,
und fiir alle g € G* gilt g %5« eq = g *eg = g und e; *g« § = e * g = g. Dies zeigt, dass e; in der Halbgruppe
(G*,xgx) ein Neutralelement ist. Somit ist (G*, *4~ ) ein Monoid, mit Neutralelement e« = e.




Wiederum auf Grund von Proposition [1.6] (ii) folgt aus g € G* auch g7! € G*. Wegen g %« g ' = g x g~ = ¢; und
g %o« g = g1 x g = eg ist g7* das Inverse von g in (G, *). Jedes Element aus G* ist also im Monoid (G*, *)
invertierbar. Somit ist (G, x4~ ) eine Gruppe. m|

Der Einfachheit halber wird die Verkniipfung der Gruppe (G*, x4« ) oft einfach wieder mit * bezeichnet. Wir disku-
tieren eine Reihe von Anwendungsbeispielen von Satz

(i) Die Zahlen %1 die einzigen invertierbaren Elemente des Monoids (7, - ). Also bilden diese eine zweielementige
Gruppe.

(i) Fiir jeden Kérper K und jedes n € IN bildet die Menge ., x der (n x n)-Matrizen {iber K mit der Matri-
zenmultiplikation als Verkniipfung ein Monoid, mit der Einheitsmatrix als Neutralelement. Die Teilmenge
GL,(K) C M, x der invertierbaren Matrizen bildet darin eine Gruppe, die als allgemeine lineare Gruppe
bekannt ist.

(iii) Bezeichnet allgemeiner V einen K-Vektorraum, dann bildet die Menge Endy (V) der Vektorraum-Endomor-
phismen von V (also die Menge der linearen Abbildungen V — V) zusammen mit der Komposition o von
Abbildungen ein Monoid, mit der identischen Abbildung id, als Neutralelement. Die Teilmenge Aut, (V) C
Endg (V) der Automorphismen von V, also der bijektiven Endomorphismen, bildet darin eine Gruppe. Man
nennt Aut, (V) auch die Automorphismengruppe oder allgemeine Gruppe des Vektorraums V; haufig wird
auch die Bezeichnung GL(V) verwendet.

Das folgende Beispiel wird im weiteren Verlauf eine besonders wichtige Rolle spielen.

Proposition 1.17 Sei X eine Menge und Map(X) die Menge der Abbildungen X — X. Fiir
f,g € Map(X) bezeichnet f o g wie immer die Komposition von f und g gegeben durch

(fog)ix) = f(g(x)) fiiralle xeX.

Dann ist das Paar (Abb, o) ein Monoid. Das Neutralelement ist die Abbildung idy gegeben durch
idy (x) = x fiir alle x € X.

Beweis: Um zu zeigen, dass o eine assoziative Verkniipfung ist, miissen wir die Gleichung (f o g)oh = f o(goh) fiir
alle f, g,h € Map(X) tiberpriifen. Dazu rechnen wir nach, dass die Abbildung auf der linken Seite dieser Gleichung
auf jedem Element x € X des Definitionsbereichs mit der Abbildung auf der rechten Seite {ibereinstimmt. Tatsdchlich
gilt

(fegloh)(x) = (fog)h(x)) = f(gh(x)) = f((goh)(x)) = (feo(goh))(x).

Nun zeigen wir, dass idy das Neutralelement von (Map(X), o) ist, indem wir die Gleichungen f cidy = f und idyof =
f tberpriifen. Fiir beliebiges x € X gilt (f oidy)(x) = f(idx(x)) = f(x) und (idy o f)(x) = idx(f (x)) = f (x), also
sind beide Gleichungen erfiillt. |

Proposition 1.18 Eine Abbildung f € Map(X) ist genau dann im Monoid (Map(X), o) inver-
tierbar, wenn sie bijektiv ist. In diesem Fall ist das Inverse von f durch die Umkehrabbildung
f~! gegeben.




Beweis: Aus der Erstsemester-Vorlesung ist bekannt, dass eine Abbildung f : X — X genau dann bijektiv ist, wenn

eine Abbildung g : X — X mit go f =idy und f o g = idy existiert. Weil idyx in unserem Monoid das Neutralelement

ist, sind diese beiden Gleichungen &quivalent zur Invertierbarkeit von f. m|

Weil die bijektiven Abbildungen genau die invertierbaren Elemente im Monoid (Map(X), o) sind, liefern uns diese
nach Satz[1.16]eine in Map(X) enthaltene Gruppe.

Definition 1.19 Sei X eine Menge. Dann bildet die Teilmenge Per(X) € Map(X) bestehend
aus den bijektiven Abbildungen X — X mit der Komposition o von Abbildungen eine Gruppe.
Man bezeichnet (Per(X), o) als die Permutationsgruppe und die Elemente von Per(X) als die
Permutationen von X .

Ist n € N und M, = {1,...,n}, dann ist S,, = Per(M,,) die bereits aus der Lineare Algebra bekannte symmetrische

Gruppe. Wir geben einige Eigenschaften der symmetrischen Gruppe S, an, die zum Teil in der Lineare Algebra

hergeleitet wurden, und die wir von nun an als bekannt voraussetzen.

@
(i)

(iii)

(iv)

Die Gruppe S, besteht aus n! Elementen.

Die Elemente der Gruppe S, konnen in der sog. Tabellenschreibweise dargestellt werden: Sind ay,...,a, € M,
vorgegeben, dann verwenden wir den Ausdruck

zur Darstellung der Abbildung o : M,, — M,, gegeben durch o(k) = q,, fiir 1 < k < n. Offenbar ist o genau
dann in S, enthalten, wenn jede Zahl aus M,, unter den Werten a,, ..., a,, genau einmal vorkommt. Sei n € IN
und k € {2,...,n}. Ein k-Zykel in S, ist ein Element o € S, mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt eine k-
elementige Teilmenge {m,...,m;} € M, so dass

miy, fallsx=m;, 1<i<k
o(x) = m; falls x = my,

X sonst

fiir alle x € M,, erfiillt ist. Fiir ein solches Element wird die Notation o = (m; ... m;) verwendet. Die 2-Zykel
in S,, bezeichnet man auch als Transpositionen. Wir werden spiter sehen, dass jedes Element aus S,, auf im
wesentlichen eindeutige Weise als Produkt disjunkter Zyklen dargestellt werden kann. Eine solche Darstellung
bezeichnet man als Zykelschreibweise.

Die Signumsfunktion ist eine Abbildung sgn : S,, — {£1} mit folgenden Eigenschaften: Es gilt sgn(id) = 1
und sgn(o o 7) = sgn(o)sgn(7) fiir alle o, 7 € S,,, mit andere Worten, die Abbildung ist ein Gruppenhomo-
morphismus. AuBerdem gilt sgn(c) = (—1)*7!, falls o einen k-Zykel bezeichnet, fiir 2 < k < n.

Man tiberpriift leicht, dass die Teilmenge A, = {0 € S, | sgn(o) = 1} unter o abgeschlossen ist und mit der auf
A, eingeschrédnkten Verkniipfung wiederum eine Gruppe bildet. Man nennt sie die alternierende Gruppe.




Beispielsweise sind die Elemente der Gruppe S5 durch die folgenden Tabellen gegeben.

id:(123) (123) (123) (123) (123) (123)
12 3)’\2 1 3)’\3 2 1)’\1 3 2)J’\23 1/J’\3 1 2
Die Tabellenschreibweise ist deutlich iibersichtlicher: Es gilt

Sy = {id,(12),(13),(23),(123),(132)}.
Auch die Elemente der Gruppe S, lassen sich noch leicht in Zykelschreibweise angeben. Es ist

S, = {id, (12),(13),(14),(23),(24), (34),
(123),(132),(124),(142),(134),(143), (234), (243),
(1234),(1324),(1432),(1243),(1342),(1423),(12)(34),(13)24), (14(23)}.

Die alternierende Gruppe A, ist gegeben durch

S, = {id,(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),((243),
(12)34), (13)24), (14(23)}
Innerhalb von A, existiert noch eine weitere wichtige Gruppe, die sogenannte Kleinsche Vierergruppe V, gegeben

durch
v, = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Zu beachten ist noch, dass die Zykelschreibweise nicht ganz eindeutig ist. So gilt in S, beispielsweise
(1234) = (1 2 3 4 = (2341) ,

also bezeichnen die Schreibweisen (1 2 3 4) und (2 3 4 1) dasselbe Element der Gruppe S,. Der folgende Satz zeigt,
dass wir eine zu S, = Per(M,) isomorphe Gruppe erhalten, wenn wir M, = {1, 2, 3,4} durch eine beliebige andere
vierelementige Menge ersetzen, zum Beispiel durch {2,5,7,11}.

Satz 1.20 Seien X,Y Mengen und ¢ : X — Y eine Bijektion. Dann ist durch die Abbildung
¢; : Per(X) — Per(Y), 0 — ¢ o0 o ¢! ein Isomorphismus von Gruppen definiert.

Beweis: Sei o € Per(X) vorgegeben. Durch Komposition der Abbildungen ¢ ' :Y - X,0:X >Xund ¢ : X - Y
erhilt man eine Abbildung Y — Y, und als Komposition bijektiver Abbildungen ist ¢ o o o0 ¢! ebenfalls bijektiv. Also
ist durch die angegebene Zuordnung ¢ tatséchlich eine Abbildung Per(X) — Per(X) definiert. Um zu zeigen, dass ¢
ein Homomorphismus von Gruppen ist, seien o, T € Per(X) vorgegeben. Dann gilt

$(oo1) = ¢ooorod™ = ¢ooo(pTlogloTopt =
(potogpo(poood™) = ¢(0)od(r).

Um zu zeigen, dass (ﬁ bijektiv ist, geniigt es zu bemerken, dass durch die Zuordnung o — ¢! oo o ¢ eine Umkehr-
abbildung 1) : Per(Y) — Per(X) von ¢ gegeben ist. Fiir jedes o € Per(Y) ist nimlich ¢! o o o ¢ eine Abbildung




X — X, und wiederum bijektiv als Komposition bijektiver Abbildungen. Also ist lfl tatsachlich eine Abbildung von
Per(Y) nach Per(X). Aullerdem gilt fiir alle o € Per(X) jeweils

Wod)o) = P($0) = P(pooogp™) = ¢ lo(pogodpNod =

(7t og)ooo(plog) = idgoooidy = 0 = idpey(0)
also 1ﬁ o d; = idpe,(x). Durch eine analoge Rechnung zeigt man ¢; o 1/3 = idpe,(y). Dies zeigt, dass 1[1 tatsachlich die
Umkehrabbildung von qg ist. |

Nach gilt Per(X) = S, fiir jede n-elementige Menge X, denn die Gleichung |X| = n bedeutet ja gerade, dass eine
bijektive Abbildung zwischen M, und X existiert.

Satz 1.21 Die Gruppe S, ist fiir n < 2 abelsch und fiir n > 3 nicht abelsch.

Beweis: Im Fall n =1 ist die Aussage klar, denn es gilt S; = {id}. Fiir n = 2 besteht S,, aus den beiden Elementen id
und (1 2). Hier kann man die Gleichung o o T = 7 o ¢ fiir alle o, T € S, leicht ,,von Hand*“ iiberpriifen, indem man
die vier Moglichkeiten einzeln durchgeht; beispielsweise ist (1 2) oid = (1 2) =id o (1 2). Fiir n > 3 gilt dagegen
(12)0(23)=(123)und (23)0o(12)=(132),und diese Elemente sind offenbar voneinander verschieden. O

Fiir eine letzte wichtige Klasse von Anwendungsbeispielen zu Satz legen wir eine beliebige Gruppe (G, -) zu
Grunde. Sind ¢4, ¢, : G = G zwei Endomorphismen von G, dann ist auch ¢, o ¢, ein Endomorphismus von G, denn
fiir alle g,h € G gilt

(p1095)(gh) =  ¢1(¢a(gh)) =  ¢1(d2(g) - Pa(R)) =
$1($2(8)) - P1(2(8)) = (@1 0¢2)(g) - (10 p2)(h).

Ist ¢4 ein weiterer Endomorphismus, dann gilt (¢p; 0 ¢p5) 0 p5 = ¢p; 0 (¢4 © ¢3); diese Gleichung wurde frither bereits
fiir beliebge Kompositionen von Abbildungen verifiziert. Auf3erdem gilt ¢, cid; = idg o ¢p; = ¢;. Dies zeigt, dass die
Menge End(G) der Endomorphismen von G zusammen mit der Komposition o als Verkniipfung ein Monoid bildet,
mit id; als Neutralelement. Es gilt nun

Proposition 1.22 Die invertierbaren Elemente in End(G) sind genau die Automorphismen der
Gruppe G.

Beweis: Ist ¢ in End(G) ein invertierbares Element, dann gibt es ein ¢ € End(G) mityo¢ = id; und ¢ orp =idg. Aus
den Gleichungen folgt, dass ¢ bijektiv ist. Als bijektiver Homomorphismus ist ¢ nach Definition ein Automorphismus.

Sei nun umgekehrt ¢ ein Automorphismus von G. Dann ist ¢ bijektiv. Wir zeigen weiter unten, dass die Umkehrab-
bildung ¢ ! von ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Weil mit ¢ auch ¢! bijektiv ist, ist durch ¢! dann insgesamt
ein Automorphismus gegeben. Dariiber hinaus zeigen die Gleichungen ¢ ' o ¢ =id; und ¢ o ¢ = id, dass es sich
bei ¢ im Monoid End(G) um ein invertierbares Element handelt.

Zum Nachweis der Homomorphismus-Eigenschaft von ¢ ! seien g, h € G vorgegeben. Auf Grund der Homomorphis-
mus-Eigenschaft von ¢ gilt

p(¢7() ¢ = PleT () P(p7'(W) = gh

— 14 —



Durch Anwendung von ¢! auf beide Seiten dieser Gleichung erhalten wir ¢ ~!(g)¢(h) = ¢ ~!(gh). Also ist ¢!
vertrédglich mit der Verkniipfung von G und damit ein Homomorphismus. m|

Zusammen mit Satz erhalten wir nun

Satz 1.23 Die Automorphismen einer Gruppe G bilden mit der Verkniipfung o selbst eine
Gruppe. Man nennt sie die Automorphismengruppe Aut(G) der Gruppe G.

Ergidnzend bemerken wir noch, dass allgemein gilt: Ist ¢ : G — H ein Isomorphismus von Gruppen, dann gilt dasselbe
fiir die Umkehrabbildung ¢! : H — G. Der Nachweis dafiir funktioniert genauso wie im zweiten Teil des Beweises
von Proposition Allerdings lassen sich zwei Isomorphismen G — H in der Regel nicht verkniipfen (jedenfalls
nicht mit der Komposition von Abbildungen), also bilden die Isomorphismen zwischen G und H im Allgemeinen
keine Gruppe.




§2. Untergruppen und Erzeugendensysteme

Zusammenfassung. Eine Untergruppe ist eine Teilmenge U einer Gruppe G mit der Eigenschaft, dass e; in
U liegt, und mit g,h € U auch gh und g™ ! in U enthalten sind. Durch diese Bedingungen ist sichergestellt,
dass auch U die Struktur einer Gruppe besitzt. Bild- und Urbildmengen von Untergruppen unter Gruppenho-
momorphismen sind ebenfalls Untergruppen. Hervorzuheben sind hierbei der Kern und das Bild von Gruppen-
homomorphismen.

Jeder Teilmenge S einer Gruppe G kann eine Untergruppe (S) zugeordnet werden. Es handelt sich dabei um
die kleinste Untergruppe von G, die S enthalt. Untergruppen, die von einem einzigen Element erzeugt werden,
nennt man gyklisch. Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus und S C G ein Erzeugendensystem von G,
dann ist ¢ bereits durch die Bilder ¢ (s) mit s € S eindeutig festgelegt.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Definition des Untergruppenbegriffs — Gruppen-Eigenschaft der Untergruppen

Beispiele: A, SL, (K
(Beispiele: Ay, SL,(K)) — Bilder und Urbilder von Untergruppen unter

— Kern und Bild eines Gruppenhomomorphismus Gruppenhomomorphismen sind Untergruppen
— von einer Teilmenge S erzeugte Untergruppe (S)  — Satz {iber die Eindeutigkeit von Gruppenhomo-
morphismen

- Erzeugendensysteme einer Gruppe
(Beispiele: Erzeugendensysteme fiir S,,, A, und
fiir die Diedergruppen D)

— zyklische Untergruppe

Definition 2.1 Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G wird Untergruppe von G genannt,
wenn e in U liegt und fiir alle a, b € U auch die Elemente a - b und a™! in U liegen.

Wir erginzen die Definition um zwei Bemerkungen.

(1) In der Definition enthalten ist die Bedingung, dass U eine unter der Verkniipfung - abgeschlossene Teilmenge
ist. Wie in § 1 ausgefiihrt, erhdlt man somit durch Einschrankung eine Verkniipfung -;; auf U.

(2) Unmittelbar aus Definition ergibt sich auch, dass fiir alle a € U und m € Z auch a™ in U enthalten ist, und
das fiir jedes r € N mit a;, ...,a, € U auch das Produkt a; - ...+ a, in U enthalten ist. Beide Aussagen zeigt man
durch einfache Induktionsbeweise.




An die Bemerkung (1) schlief3t sich folgende Feststellung an, durch den Begriff ,,Untergruppe® letztlich rechtfertigt.

Proposition 2.2 Das Paar (U, -;) ist eine Gruppe.

Beweis: Die Verkniipfung -; stimmt auf ihrem gesamten Definitionsbereich mit - iiberein. Wieder iibertragt sich das
Assoziativgesetz von (G, -) auf (U, -y), d.h. fiir alle a,b,c € U gilt (a-; b)-yc=(a-b)-c=a-(b-c)=a-y(b-yc)
fiir alle a, b,c € U. Auf Grund der Voraussetzung e; € U und wegen e; -ya =e;-a=a,a -yeg =a-e; = aist
e; ein Neutralelement der Halbgruppe (U, -;); die Halbgruppe ist also ein Monoid. Fiir jedes a € U ist auch a™* in
U enthalten. Die Gleichungen a-ya™' =a-a=-e; und a™' -y a = a™! - a = e; zeigen jeweils, dass a im Monoid
(U,-y) ein invertierbares Element ist, und das Inverse von a in (G, -) zugleich das Inverse von a in (U, -;;). Insgesamt
ist (U, -;) also tatséchlich eine Gruppe. m|

Im weiteren Verlauf der Vorlesung wird uns eine Vielzahl von Untergruppen begegnen. Zunéichst beschrianken wir
uns auf die folgenden zwei Beispiele.

(i) Ist G eine Gruppe, dann sind {e;} und G Untergruppen von G. Man bezeichnet sie als die trivialen Unter-
gruppen. Fiir beide Mengen kontrolliert man unmittelbar, dass die Untergruppen-Bedingungen erfiillt sind.

(ii) Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und Aut, (V) die bereits in § 1 definierte Menge der Vektorraum-Au-
tomorphismen von V. Dann ist Aut, (V) eine Untergruppe der Permutationsgruppe Per(V). Denn aus der
Linearen Algebra ist bekannt, dass id,, eine lineare Abbildung ist. Also ist das Neutralelement von Per(V) in
Autg (V) enthalten. Seien nun ¢, € Autg (V) vorgegeben. Nach Ergebnissen aus der Linearen Algebra sind
auch die Kompositionen ¢ o1y und ¢! linear, auRerdem sind sie bijektiv, insgesamt also in Aut, (V) enthalten.
Damit haben wir die Untergruppen-Bedingungen verifiziert.

Dariiber hinaus kénnen auch Gruppenhomomorphismen zur Definition von Untergruppen definiert werden.

Proposition 2.3 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, auerdem U eine Untergruppe
von G und V eine Untergruppe von H. Dann gilt

(i) Die Bildmenge ¢ (U) ist eine Untergruppe von H.
(ii) Die Urbildmenge ¢ ~!(V) ist eine Untergruppe von G.

Beweis: zu (i) Wegen e; € U und ¢(e;) = ey ist ey € ¢ (U) enthalten. Seien nun g’,h’ € ¢(U) vorgegeben. Dann
gibt es Elemente g,h € U mit ¢(g) = g’ und ¢(h) = h’. Mit g, h liegen auch die Elemente gh und g™! in U. Es folgt
g'h = ¢(g)¢p(h) = ¢(gh) € U, und ebenso erhalten wir g'! = ¢p(g) ™ = ¢p(g71) € (V).

zu (ii) Aus ¢(eg) = ey €V folgt e; € ¢~ (V). Sind g,h € ¢ 1(V) vorgegeben, dann gilt ¢(g), ¢(h) € V. Es folgt
¢(gh) = ¢(g)¢(h) € V und somit gh € ¢ (V). Ebenso gilt p(g71) = ¢p(g) L €V, also g7t € ¢~ 1(V). O

Eine besonders wichtige Rolle spielen in der Gruppentheorie der Kern ker(¢) = ¢~ '({ey}) und das Bild im(¢) =
¢(G) eines Gruppenhomomorphismus. Nach Proposition ist ker(¢) eine Untergruppe von G und im(¢) ei-
ne Untergruppe von H. Beispielsweise ist fiir jedes n € IN die alternierende Gruppe A, als Kern des Signums-
Homomorphismus sgn : S, — {+1} eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,.




Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass die Determinante auf der Menge ./, x der (n x n)-Matrizen iiber einem
Korper K die Multiplikativitatsregel det(AB) = det(A) det(B) erfiillt. AuBerdem gilt det(A) # O genau dann, wenn A
invertierbar ist. Daraus folgt, dass die Determinantenfunktion einen Gruppenhomomorphismus det : GL,(K) — K~
definiert. Der Kern SL,(K) = {A € 4, | det(A) = 1} wird die spezielle lineare Gruppe vom Rang n iiber dem
Korper K genannt. Es handelt sich um eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe GL, (K).

Kerne und Bilder sind bereits aus der Linearen Algebra im Zusammenhang mit linearen Abbildungen bekannt. Wie
dort gilt auch hier

Proposition 2.4 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Die Abbildung ¢ ist genau
dann injektiv, wenn ker(¢) = {es} gilt.

Beweis: ,=“ Ist ¢ ein Monomorphismus, dann ist e; das einzige Element, das auf ey abgebildet wird. Also gilt
ker(¢p) = {eg}. ,&“ Setzen wir ker(¢) = {eg} voraus, und seien g,h € G mit ¢(g) = ¢ (h) vorgegeben. Dann gilt
¢(g)¢p(h)™! = ey, und wir erhalten ¢p(gh™!) = ¢(g)¢(h)! = ey. Nach Definition des Kerns folgt gh™* € ker(¢).
Auf Grund der Voraussetzung bedeutet dies gh™! = e; und somit g = h. |

Haufig kann man aus einer gegebenen Familie von Unterstrukturen durch bestimmte Operationen neue Unterstruk-
turen definieren. In der Linearen Algebra haben wir dieses Phdnomen am Beispiel der Summe und Durchschnitte
von Untervektorrdumen beobachtet. Entsprechend gilt in der Kategorie der Gruppen

Proposition 2.5 Sei (G, -) eine Gruppe, und sei (U;),; eine Familie von Untergruppen von G.

Dann ist auch U = ﬂ U; eine Untergruppe von G.

i€l
Beweis: Weil jedes U; eine Untergruppe von (G, ) ist, gilt e; € U; fiir alle i € I und damit auch e; € U. Seien nun
a,b € U vorgegeben. Dann gilt a,b € U, fiir alle i € I, und aus der Untergruppe-Eigenschaft von U; folgt jeweils
ab € U; und a™! € U, fiir jedes i € I. Daraus wiederum folgt ab € U und a™! € U. |

In vielen Situationen ist es wiinschenswert, Untergruppen auf moéglichst kurze und einfache Art und Weise zu spezi-
fizieren. Eine einfache Moglichkeit ist die Beschreibung von Untergruppen durch Erzeugendensysteme.

Satz 2.6 Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
Untergruppe U von G mit den folgenden Eigenschaften.

@»H U2S

(i) Ist V eine weitere Untergruppe von G mit V 2 S, dann folgt V 2 U.

Beide Bedingungen lassen sich zusammenfassen in der Aussage, dass U die kleinste Untergruppe
von G ist, die S als Teilmenge enthalt.

Bewelis: Existenz: Sei (U;) die Familie aller Untergruppen von G mit U; 2 S. Dann ist nach Proposition [2.5auch
U =();; U; eine Untergruppe von G, und aus U; 2 S fiir alle i € I folgt U 2 S. Sei nun V eine weitere Untergruppe
von G mit V 2 S. Dann gilt V = U; fiir ein j € I, und weil nach Definition U C U; fiir alle i € I gilt, folgt V 2 U.

Eindeutigkeit: Seien U,U’ zwei Untergruppen von G, die beide (i) und (ii) erfiillen. Dann gilt U 2 S und U’ 2 S.
Aus der Eigenschaft (ii) fiir U folgt U’ 2 U, und aus Eigenschaft (ii) fiir U’ folgt U 2 U’, insgesamt also U =U’. 0O
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Definition 2.7 Die Untergruppe U aus Satzwird die von S erzeugte Untergruppe genannt
und mit (S) bezeichnet. Ist V eine beliebige Untergruppe von G, dann wird jede Teilmenge T
von G mit V = (T) ein Erzeugendensystem von V genannt.

Ist S eine einelementige Teilmenge einer Gruppe G, S = {g} fiir ein g € G, dann verwendet man die Notation {(g) an
Stelle der korrekten, aber umstindlichen Schreibweise ({g}). Auch bei endlichen Mengen mit mehr Elementen wird
haufig an Stelle von ({g4, ..., g,}) die einfachere Notation (g, ..., g,) verwendet. Wir betrachten nun eine Reihe von
Beispielen fiir Erzeugendensysteme von Untergruppen.

(1) In jeder Gruppe G gilt (&) = {e;}. Denn wie wir bereits festgestellt haben, ist {e;} eine Untergruppe, und
diese enthalt trivialerweise & als Teilmenge. Andererseits ist e in jeder Untergruppe U von G enthalten, also
ist {eq} eine Teilmenge jeder Untergruppe V von G mit V 2 @.

(ii) Es ist leicht zu sehen, dass die Gruppe (Z,+) von der einelementigen Menge {1} erzeugt wird, denn jedes
Element k € Z kann in der Form k - 1 dargestellt werden, wobei k - 1 die k-te Potenz des Elements 1 in
additiver Schreibweise bedeutet. Ebenso ist {—1} ein Erzeugendensystem, denn jedes k € Z hat die Darstellung
k = (—k) - (—1). Allgemein gilt (m) = mZ = {ma | a € Z} fiir jedes m € IN,,.

Wir werden spéter sehen, dass alle Untergruppen von (Z,+) diese Form haben. Dass sich alle Untergruppen
einer Gruppe so leicht angeben lassen, ist leider nur sehr selten der Fall.

Definition 2.8 Eine Gruppe G wird zyklisch genannt, wenn ein g € G mit G = (g) existiert.
Existiert eine endliche Teilmenge S € G mit G = (S), dann nennt man G eine endlich erzeugte
Gruppe.

Die zyklischen Gruppen werden wir in § 3 ausfiihrlich studieren. Ein einfaches Beispiel ist, wie wir oben gesehen
haben, die Gruppe (Z, +). Die endlich erzeugten Gruppen sind leider nicht so iibersichtlich, aber in § 6 werden wir
zumindest die endlich erzeugten abelschen Gruppen bis auf Isomorphie klassifizieren. Es ist relativ leicht zu sehen,
dass beispielsweise die Gruppe (Q, +) nicht endlich erzeugt ist. Den Beweis behandeln wir in den Ubungen.

Unser nachstes Ziel besteht darin, die in einer Untergruppe der Form (S) liegenden Elemente explizit anzugeben. Dazu
verwenden wir sowohl die im Anschluss an Definition 2.1] formulierte Eigenschaft von Untergruppen als auch die in
Proposition formulierten Rechenregeln fiir invertierbare Elemente. Um die folgenden Aussagen zu vereinfachen,
fiihren wir die folgende Konvention ein: Das Neutralelement e einer Gruppe G ist bei uns stets ein Produkt aus null
Faktoren. Der Ausdruck g; - ... g, steht also im Fall r = O fiir das Element e.




Satz 2.9 Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge.

(i) Die Elemente von (S) sind gegeben durch
() = {g'-..-g"|relNy, g,...8 €S,ep€{£1} fir1 <k <r}.

(ii) Sei S endlich, S = {g, ..., g} fiir ein m € IN;, und setzen wir voraus, dass jedes Element
der Menge S mit jedem anderen vertauschbar ist. Dann gilt (S) = {gil Cngim | e €
Z fir 1 <k <m}.

Beweis: zu (i) Sei U die Teilmenge auf der rechten Seiten der Gleichung. Zunéchst {iberpriifen wir, dass U eine
Untergruppe von G ist. Da wir in der Definition von U Produkte der Linge r = 0 eingeschlossen haben, ist das
Neutralelement e; in U enthalten. Seien nun g, g’ € U vorgegeben. Dann gibt es nach Definition Elemente r,s € IN,
81,8 81> 8 €S und &1,...,&,,¢€],...,6, € {£1}, so dass g = gy g und g’ = (gi)g1 ..o (g% erfiillt ist.
Offenbar sind die Elemente

gg' =gy gl (g1 (gD und  gTl=gfeg
nach Definition ebenfalls in U enthalten. Also handelt es sich bei U tatsdchlich um eine Untergruppe von G. Aullerdem
enthilt sie S als Teilmenge: Ist g € S beliebig vorgegeben, dann setzt man g; = g, &; =1 und erhilt g = gil eU.

Nun miissen wir noch zeigen, dass U die kleinste Untergruppe von G mit U 2 S ist. Sei V eine beliebige Untergruppe
von G mit V 2 S; nachzuweisen ist V 2 U. Zunichst bemerken wir, dass das Produkt der Lange r = 0 in V enthalten
ist, denn als Untergruppe von G enthélt V das Neutralelement e;. Seiennunr € N, g4, ..., g, € Sund ¢4, ..., &, € {£1}.
Wegen S C V gilt dann auch g,...,g, € V. Weil V eine Untergruppe von G ist, folgt ng €Vifirl <k<rund
schlief3lich gil -...- g € V. Damit ist der Nachweis der Inklusion U € V erbracht.

zu (ii) Hier gehen wir nach demselben Schema vor und zeigen zunichst, dass die Menge auf der rechten Seite der
Gleichung, die wir mit U bezeichnen, eine Untergruppe von G ist. Durch Setzen von e, = 0 fiir 1 < k < m sieht man,

dass U das Neutralelement enthilt. Seien nun g, g’ € U vorgegeben. Dann gibt es Elemente ey, ..., e, e;,...,e, € Z

mit g = gil “ergimund g’ = gil <. g Es folgt

1 ; ' 3 e,
g8 = (gl 8Ny @) = (878 (g = gy tregm
und
gt = (g ergt) !t o= (g (gt = gtmegt o= g g e

Damit ist der Nachweis der Untergruppen-Eigenschaft abgeschlossen. Nun zeigen wir, dass U 2 S gilt. Sei dazu
k € {1,...,m} vorgegeben. Setzen wir e, = 1 und e; = 0 fiir 1 <i < m miti # k, dann erhalten wir g, = gil'..sg;m ev.
Sei nun V eine beliebige Untergruppe von G mit V 2 S. Dann gilt g, € V fiir 1 < k < m. Sind ey,...,e,, € Z
beliebig vorgegeben, dann folgt auf Grund der Untergruppen-Eigenschaft gik € V fiir 1 < k < m und schlief3lich
gy gem € V. Damit ist der Nachweis von U € V abgeschlossen. O




Folgerung 2.10

(i) Ist G eine Gruppe und g € G, dann gilt (g) = {g¢ | e € Z}.
(i) Jede zyklische Gruppe ist abelsch.

Beweis: Die Aussage (i) ist der Spezialfall von Satz (i) mit m = 1. Zum Beweis von (ii) sei G eine zyklische
Gruppe und g; € G ein Element mit G = (g;). Sind g,h € G beliebig vorgegeben, dann gilt nach (i) g = g}" und
h = g fiir geeignete m,n € Z. Es folgt gh = g"g} = g"*" = g™ = g1 g = hg. O

Als Beleg fiir die Niitzlichkeit der Erzeugendensysteme zeigen wir, dass jeder Homomorphismus durch seine Werte
auf einem Erzeugendensystem eindeutig bestimmt ist. Dies ermoglicht in vielen Féllen eine einfache Kennzeichnung
von Homomorphismen. Insbesondere wird sich dieser Satz beim Studium der zyklischen Gruppen und ihrer Auto-
morphismen als niitzlich erweisen.

Satz 2.11 (Eindeutigkeit von Homomorphismen)

Seien G, H Gruppen und S € G ein Erzeugendensystem von G. Sind ¢, ¢’ : G — H Gruppenho-
momorphismen mit ¢(s) = ¢’(s) fiir alle s € S, dann folgt ¢ = ¢’.

Beweis: Wir zeigen, dass die Teilmenge U = {g € G | ¢(g) = ¢’(g)} eine Untergruppe von G ist. Wegen ¢ (eg) =
ey = ¢’(eg) ist eg € U. Sind g, h € U beliebig vorgegeben, dann gilt

p(gh)=¢(Qp(M)=¢'(g)p'(N=¢'(gh) und P(g =0 ' '=¢ () '=0¢'(g™") ,

also gilt gh € U und g~ € U. Weil U nach Voraussetzung die Menge S enthilt, gilt G = (S) C U und somit G = U.
Die Abbildungen ¢ und ¢’ stimmen also auf der gesamten Gruppe G {iberein. |

Ist also beispielsweise S = {a, b} ein zweielementiges Erzeugendensystem einer Gruppe G, dann ist jeder Homomor-
phismus ¢ : G — H in eine beliebige Gruppe H bereits durch die Bilder ¢ (a), ¢ (b) € H eindeutig festgelegt.

Als konkretes Beispiel betrachten wir nun Erzeugendensysteme der symmetrischen Gruppen S,, und der alternieren-
den Gruppen A,. Fiir den Beweis benétigen wir den folgenden Begriff: Der Tréger eines Elements o € S, ist die
Menge aller j € M, mit o(j) # j. Wird o als Produkt disjunkter Zykel dargestellt, so besteht der Trager aus genau
denjenigen Elementen, die in einem der Zykel vorkommen.

Satz 2.12 Sein € IN beliebig.

(i) Die Menge der Transpositionen bildet ein Erzeugendensystem von S,,.

(i) Die Menge der 3-Zykel bilden ein Erzeugendensystem von A,,.

Beweis: zu (i) Wir beweisen durch vollstdndige Induktion tber |supp(c)|, dass jedes o € S, als Produkt von
Transpositionen dargestellt werden kann, wobei wir id wie immer als ,leeres“ Produkt mit null Faktoren ansehen.




Im Fall [supp(o)| = 0 gilt supp(o) = @ und o =1id, also ist hier nichts zu zeigen. Elemente o € S,, mit |[supp(c)| =1
existieren nicht, und die Elemente mit |supp(c)| = 2 sind genau die Transpositionen.

Seinunk € {3,...,n} und o € §,, mit |supp(c)| = k, und setzen wir die Aussage fiir Werte < k per Induktionsannahme
voraus. Seii € supp(o) beliebig gewihlt und 7 = (i o(i))oo. Mit i auch o (i) in supp(c) enthalten. Damit ist klar, dass
jedes k ¢ supp(o) auch nicht in supp(7) enthalten ist, also supp(7) C supp(o) gilt. Andererseits ist offenbar (i) =i,
also i € supp(o) \ supp(7) und deshalb sogar supp(t) & supp(c). Wir kénnen damit die Induktionsvoraussetzung
auf T anwenden und erhalten eine Darstellung 7 = 7, o...o 7, von 7 als Produkt von Transpositionen 7. Folglich
istauch o = (i 0(i)) ' ot = (i o(i)) ' 0 75 0... 0 T, als Produkt von Transpositionen darstellbar.

zu (ii) Sei T C S, die Menge der 3-Zyklen in S,. Wir zeigen zunéichst, dass jedes o € A, das Produkt von 3-
Zyklen dargestellt werden kann und beweisen damit die Inklusion A, € (T). Nach (i) besitzt o eine Darstellung
0 = 1, 0...071, als Produkt von Transpositionen, und wegen sgn(c) = 1 und sgn(7t,) = —1fir 1 <k <ristr
gerade. Nun gilt allgemein fiir je zwei Transpositionen mit einem gemeinsamen Element im Tréger die Gleichung
(i j)o(i k) =(i k j), wie man unmittelbar {iberpriift. Stimmen zwei Elemente im Tréger iiberein, dann gilt offenbar
(i j)o(ij)=id. Sind (i j) und (k £) schlief8lich disjunkte Zykel, dann gilt (i j) o (k £) = (i k j)o (i k £). Somit kann
jeder der Faktoren 7,0 7,, T307y, ..., T,_; © T, als Produkt von 0 bis zwei 3-Zyklen dargestellt werden. Damit ist der
Beweis von A, C (T) abgeschlossen. Umgekehrt hat jeder 3-Zykel ein positives Signum, somit gilt T C A,,. Da (T) die
kleinste Untergruppe ist, die T als Teilmenge enthélt, folgt (T) € A, und insgesamt (T) = A,,. m|

Das folgende Resultat wird in der Galoistheorie benétigt. Man kann damit die Nicht-Auflésbarkeit bestimmter alge-
braischer Gleichungen durch Radikale beweisen.

Proposition 2.13 Fiir jedes n € IN ist die Menge {0, 7} bestehend aus den beiden Elementen
o =(12..n)und T = (1 2) ein Erzeugendensystem von S,,. Ist n eine ungerade Primzahl,
dann wird S,, sogar von jeder zweielementigen Menge bestehend aus einem n-Zykel und einer
Transposition erzeugt.

Beweis: Fiir das Verstdndnis dieses Beweises ist es hilfreich, sich vorher die Auswirkung der Konjugation eines
Elements von S, mit einem anderen Element klar zu machen. (Wir gehen im Kapitel iiber die Klassengleichung
detailliert darauf ein.) Beispielsweise entsteht durch Konjugation von T mit o das Element

oo} = (c(Do(@) = (23).

Ebenso erhilt man durch Konjugation von 7 mit o2, o, ... die Transpositionen (3 4), (4 5), ... und durch Konjugation
von T mit 0" 2 schlieRlich die Transposition (n —1 n). Sei nun i € {1,...,n — 1} vorgegeben. Dann gilt (i + 1 i+
2)o(i i+1)o(i+1 i+2)={ i+2),({+2i+3)o(i i +2)o(i+2i+3)=(i i+ 3)usw. Insgesamt kann auf
diese Weise jedes Element (i i+ k) miti+ k < n gebildet werden. Dies zeigt, dass (o, ) die gesamte Menge T C S,
aller Transpositionen enthélt. Es folgt (o, 7) = (T), und wegen (T) = S,, nach Satz[2.12]ist damit die erste Aussage
bewiesen.

Der Beweis der zweiten Aussage ist recht umfangreich; dariiber hinaus miissen wir im hinteren Teil auf ein wenig
Zahlentheorie und Kongruenzrechnung zuriickgreifen. Sei p = n eine ungerade Primzahl, o = (i; i, ... i,) ein p-Zykel
und 7 eine beliebige Transposition. Definieren wir p € S, durch




dann ist das Element & = pop~! gegeben durch & = (p(iy) ... p(i)) =(12...p).Seiaulerdem T = pTp L. Wie man
leicht tiberpriift, ist durch die Konjugationsabbildung ¢ ,(a) = pap~! ein Automorphismus von S, definiert. Es gilt
¢,({0,7)) =(¢,(0),¢,(7)) = (6, %), denn einerseits ist {F, 7} eine Teilmenge von ¢ ,({o, 7)), und andererseits gilt
{o,7} € ¢.1((5,7)), woraus (0, 7) € ¢, ({5, %)) und ¢, ({0, 7)) = (5, T) folgt. Wenn wir nun zeigen konnen, dass
(6,1) =S, gilt, dann folgt daraus (o, T) = ¢>;1(S ») = ¢,-1(S,) =S,. Aus diesem Grund diirfen wir im nachfolgenden
Teil des Beweises o, T durch &, T ersetzen und annehmen, dass o = (1 2 ... p) gilt.

Sei T = (i j) miti,j € M, und i < j. Dann ist auch das Element ' *70"! = (1 j—i+1) in (0, 7) enthalten. Nach
Ersetzung von 7 durch dieses Element kénnen wir annehmen, dass © die Form (1 i) mit 1 < i < p hat. Wir zeigen
nun: Sind k,r € Nmit 1 <k <p—1und r € M,, und gilt r = 1+ k(i —1) mod p, dann liegt das Element (1 r)
in (o, 7). Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion iiber k; die Zahl r ist durch k jeweils eindeutig
festgelegt. Fiir k = 1 ist r =i, und dass (1 i) in (o, T) liegt, ist bereits bekannt. Setzen wir nun die Aussage fiir ein
k € N mit 1 < k < p—1 voraus, und seien r,s € M,, die eindeutig bestimmten Elemente mit r =1+ k(i —1) mod p
unds =1+ (k+1)(i—1) modp.Ist r + (i —1) < p, dann gilt s = r + (i — 1) und somit ¢ }(1 i)o'™" = (r s).
ImFall r+(i—1)>pgilts =r+(i—1)—p und " 1"P(1 i)o*P™" = (r s). In beiden Fillen zeigt die Gleichung
(rs)(1 r)(rs)=(15s), dass auch (1 s) in (o, ) enthalten ist.

Wegen ggT(i —1,p) = 1 existieren nun nach dem Lemma von Bézout k,{ € Z mit k(i —1) + {p = 1. Dabei ist p kein
Teiler von k, da aus der Gleichung ansonsten p | 1 folgen wiirde. Sei x € Z so gewihlt, dass 1 < k+ px < p—1 gilt.
Dann folgt (k + px)(i—1) + (£ —x(i — 1))p = 1; nach Ersetzung von k durch k + px und £ durch £ —x(i —1) kénnen
wir also 1 < k < p—1 voraussetzen. Wenden wir nun die im vorherigen Abschnitt bewiesene Aussage auf dieses k an
und setzen wir r = 2, dann gilt r € M, r = 1+1=1+k(i—1)+{p =1+k(i—1) mod p und (1r)=(12) € (o, 7).
Wegen 0 = (1 2 ... p) € (o, 7) enthilt (o, 7) auf Grund der ersten Aussage der Proposition also ein vollstandiges
Erzeugendensystem von S,,. a

Sei n € IN mit n > 3. Wir definieren in der symmetrischen Gruppe S,, das Element p, = (1 2 ... n). Aulerdem setzen
wir
(In)2n—1)o..o(55+1) falls n gerade,
Tn = n—1
2

(I1n—1)2n—2)o...0(

n+1)

> falls n ungerade.

Beispielsweise ist T4 = (1 6)(2 5)(3 4), 7, = (1 6)(2 5)(3 4) und 75 = (1 8)(2 7)(3 6)(4 5). Man kann 7, auch direkt
als Abbildungsvorschrift angeben. Fiir 1 < k < n ist

n+1—k falls n gerade
T(k) = n—k falls n ungerade und k <n—1

n falls n ungerade und k =n

Diese Elemente besitzen folgende geometrische Interpretation: Wir betrachten in der Ebene ein regelméRiges n-
Eck, dessen Ecken entgegen dem Uhrzeigersinn mit 1, ..., n durchnummeriert sind. Auf dieses n-Eck lassen sich nun
eine Reihe von Symmetrieoperationen anwenden. Beispielsweise kann die Figur um ein ganzzahliges Vielfaches des
Winkels 277: rotiert werden. Ist n gerade, dann kdnnen wir durch zwei gegeniiberliegende Ecken oder Seiten der Figur
eine Achse legen und beziiglich dieser Achse spiegeln. Ist n ungerade, so konnen wir beziiglich einer Achse spiegeln,
die durch eine Ecke und die gegeniiberliegende Seite verlduft.




Notieren wir uns bei jeder dieser Operationen, wie die Ecken vertauscht werden, dann erhélt man ein Element der
symmetrischen Gruppe S,,. Rotiert man zum Beispiel um den Winkel ZT" gegen den Uhrzeigersinn, so erhdlt man das
Element p,,. Rotiert man mit demselben Drehsinn um den Winkel Z—Zk mit k € N, so ist die Permutation der Ecken
durch pfj gegeben. Auf dieselbe Weise reprasentiert 7, fiir gerades n die Spiegelung beziiglich der Achse durch die
beiden Seiten 1 —n und 5 — 5 + 1. Fiir ungerades n repréisentiert 7, die Spiegelung beziiglich der Achse durch den

c o aaira n=1 ntl
Eckpunkt n und die Seite 5= — 5=

Definition 2.14 Sei n € IN mit n > 3. Dann wird die Untergruppe D, = {(p,,7,) von S, die
n-te Diedergruppe genannt.

Im Kapitel iber Normalteiler werden wir zeigen, dass die Gruppe D,, jeweils aus genau 2n Elementen besteht. Die
2n Elemente sind gegeben durch p? o TZ mit0<a<nund b €{0,1}.




§ 3. Zyklische Gruppen

Zusammenfassung. Die Ordnung ord(g) eines Gruppenelements ist die kleinste natiirliche Zahl m mit g™ =
eg; existiert eine solche Zahl nicht, dann setzt man ord(g) = oo. Die Ordnung kann auf zwei weitere Arten
charakterisiert werden. Kennt man ord(g), so kann ord(g?) fiir jedes a € Z berechnet werden.

Im weiteren Verlauf des Kapitels untersuchen wir die Untergruppenstruktur zyklischer Gruppen. Bei einer
endlichen zyklischen Gruppe stimmt die Anzahl der Untergruppen mit der Anzahl der Teiler ihrer Ordnung
iiberein. Ist G eine zyklische Gruppe, so lassen sich auch die Homomorphismen G — H in eine andere Gruppe
H leicht beschreiben. Dies liefert uns auch eine einfache Beschreibung der Automorphismengruppe Aut(G)
einer zyklischen Gruppe G.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Ordnung einer Gruppe — &dquivalente Charakterisierung der Elementordnung
— Ordnung eines Gruppenelements — Rechenregeln fiir die Elementordnung

— prime Restklassengruppe — Beschreibung der Untergruppen zyklischer Gruppen

— Existenz von Homomorphismen von einer zyklischen Gruppe G in
eine Gruppe H

— Beschreibung der Automorphismengruppe zyklischer Gruppen

Wir beginnen mit der Definition der Gruppen- und Elementordnung.

Definition 3.1 Sei G eine Gruppe. Die Anzahl |G| der Elemente von G wird die Ordnung von G
genannt. Ist g¢ € G ein beliebiges Element, dann bezeichnen wir ord(g) = |(g)| als die Ordnung
von g.

In § 3 wurde gezeigt, dass die Elemente einer zyklischen Gruppe (g) genau die ganzahligen Potenzen von a sind, also
die Elemente der Form g® mit a € Z. Es kann allerdings vorkommen, dass g¢ = g gilt, obwohl a # b ist.

Lemma 3.2 Sei G eine Gruppe, g € G und m € IN mit g™ = e;. Dann ist die von g erzeugte
Untergruppe gegeben durch (g) ={g" |0 <r <m}.

Beweis: Die Inklusion ,,2“ ergibt sich direkt aus Folgerung Zum Nachweis von ,C“ sei h € (g) vorgegeben.
Wiederum auf Grund der Proposition gibt es ein n € Z mit h = g". Dividieren wir n durch m mit Rest, so erhalten
wireingq,r € Zmitn=qm+rund 0 <r <m. Es gilth = g" = gI™*" = (g™)?-g" =eqc-gr = g". Also ist h in der
Menge auf der rechten Seite enthalten. |




Satz 3.3 Sei G eine Gruppe und g € G ein beliebiges Element. Dann sind fiir jedes n € IN die
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) n=ord(g)

(i) Es gibt ein m € IN mit g™ = e, und dariiber hinaus ist n die minimale natiirliche Zahl
mit dieser Eigenschaft.

(iii) Fiir alle m € Z gilt g™ = e, genau dann, wenn m ein Vielfaches von n ist.

Beweis: (i) = (i) Da ord(g) und damit die Menge (g) nach Voraussetzung endlich ist, kénnen die Elemente
2,82, g%, ... nicht alle voneinander verschieden sein. Es gibt also i, j € N miti < j und g' = g’. Setzen wir m = j—1,
dann gilt g™ = g/t = g/ - (g!)7! = e, also existiert ein m € IN mit g™ = e;.

Weil die zyklische Gruppe (g) insgesamt nur n verschiedene Elemente besitzt, konnen bereits die Elemente g, g2, ...,
g™ nicht alle verschieden sein. Wir kénnen also fiir das j von oben j < n+ 1 und damit m < n voraussetzen. Wire
m < n, dann wiirde (g) auf Grund des Lemmas aus der héchstens m-elementigen Menge {e;, g, ..., g™ '} bestehen,

im Widerspruch zu [{g)| = n. Es gilt also m = n, und n ist die minimale natiirliche Zahl mit der Eigenschaft g" = e.

,(ii) = (iii)“ Seim € Z mit g™ = e; vorgegeben. Dann gibt es q,r € Z mit m =qn+r und 0 < r < n. Es gilt

g = g"m™ = g"(g") T = egoeg = e

Da n nach Voraussetzung die minimale natiirliche Zahl mit g" = e ist, muss r = O gelten, und m ist somit ein
Vielfaches von n. Setzen wir umgekehrt voraus, dass m ein Vielfaches von n ist, m = kn fiir ein k € Z, dann gilt

gm — gkn — (gn)k — e’é =eg.

,(iii) = (1)“ Nach Voraussetzung gilt g" = e, und auf Grund des Lemmas ist (g) = {es, g, ..., g" ' }. Wiirden zwei
Elemente in dieser Menge iibereinstimmen, dann gébe es i,j € Z mit 0 <i < j <n—1und g' = g/, es wire also
g’ = e, Dies aber wire ein Widerspruch zur Voraussetzung, da n wegen 0 < j—i < n kein Teiler von j—i ist. Dies
zeigt, dass (n) tatsichlich aus genau n verschiedenen Elementen besteht, also ord(g) = |(g)| = n gilt. O

Wir geben zwei Beispiele fiir Elementordnungen an.

(@) IstneINund G =(Z/nZ,+), dann ist 1+ nZ ein Element der Ordnung n, denn es gilt k - 1 = k # O fiir

1<k<nundn-1=n+nZ=0+nZ=0.

(i) In der symmetrischen Gruppe S, kann man leicht iiberpriifen, dass fiir 2 < k < n jeder k-Zykel, also jedes
Element der Form (qa; ... a;) mit voneinander verschiedenen Eintrigen q; € {1, ..., n}, ein Element der Ordnung
k ist. Ist o ein Produkt disjunkter Zykel der Langen k, ..., k,, dann gilt ord(c) = kgV(ky, ..., k,.). Beispielsweise
gilt (123)2=(123)(123)=(132)und (123)*>=(123)%(123)=(132)(123)=id, alsoord((123))=3.

Nun kénnen wir die Elemente einer endlichen, zyklischen Gruppe genau angeben.

Folgerung 3.4 Sei G eine Gruppe. Besitzt g € G die endliche Ordnung n, dann sind durch
e, 8, 8%, ...,g" ! die n verschiedenen Elemente der zyklischen Gruppe (g) gegeben.




Beweis: Nach Satz [3.3)gilt g" = eg, und auf Grund von Lemma [3.2] gilt (g) = {eg, g, g% .-, g"'}. Wegen |(g)| =n
sind alle Elemente in dieser Aufzdhlung verschieden. m|

Fiir Elemente unendlicher Ordnung l&sst sich eine zu Satz weitgehend analoge Aquivalenzaussage formulieren.

Satz 3.5 Ist G eine Gruppe und g € G, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(D) ord(g) = o0
(ii) Es gibt kein n € IN mit g" = e;.
(iii) Die Abbildung ¢ : Z — G, k — g* ist injektiv.

Beweis: (i) = (i))“ Angenommen, es gilt g" = e, fiir ein n € IN. Dann wiirde aus Lemma die Gleichung
(g) ={eg, g,...,g" !} folgen, im Widerspruch dazu, dass ord(g) = |(g)| unendlich ist.

,(il) = (ili)“ Angenommen, ¢ ist nicht injektiv. Dann gébe es Elemente k,{ € Z mit k < £ und ¢ (k) = ¢(£). Daraus
wiirde gk = ¢! & g'(gF) ™! = e; & g"* = ¢, folgen, was aber wegen { —k € IN im Widerspruch zur Voraussetzung
steht.

(i) = () Es gilt ¢(Z) = {g* | k € Z} = (g). Auf Grund der Injektivitit von ¢ erhalten wir ord(g) = |(g)| =
|¢(Z)| = |Z| = oo. O

Beispielsweise ist 1 ein Element unendlicher Ordnung in (7, +), denn es gilt n- 1 # 0 fiir alle n € IN.
Im weiteren Verlauf beschéftigen wir uns nun mit der Untergruppenstruktur zyklischer Gruppen.

Satz 3.6 Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Genauer gilt: Sei G eine zy-
klische Gruppe, g ein Element mit G = (g) und U eine Untergruppe # {e;}. Dann gibt es ein
m € IN mit U = (g™). Ist ord(g) = n endlich, dann kann die Zahl m so gewahlt werden, dass sie
ein Teiler von n ist.

Beweis: Weil U nichttrivial ist, gibt es ein r € Z, r # 0 mit g" € U. Weil mit g" auch (g")™! = g™ in U enthalten
ist, gibt es auch natiirliche Zahlen r mit g" € U. Sei nun m € IN die minimale natiirliche Zahl mit der Eigenschaft
g™ € U. Wir zeigen, dass dann U = (g™) gilt.

Die Inklusion ,2“ gilt nach Definition der erzeugten Untergruppe. Nehmen wir nun an, dass ,,C“ nicht erfiillt ist.
Dann gibt es ein Element h € U \ (g™) und ein b € Z mit h = g°. Durch Division mit Rest erhalten wir q,r € Z mit
b=gm+r und 0 < r < m. Dabei ist der Fall r = 0 ausgeschlossen, denn ansonsten wére b ein Vielfaches von m und
h damit doch in {(g™) enthalten. So aber gilt h- (g™)™9 = g" € U, im Widerspruch zur Minimalitdt von m. Damit ist
die Gleichung U = (g™) bewiesen.

Sei nun n = ord(g) endlich, und nehmen wir an, dass m kein Teiler von n ist. Dann gibt es g, r € Z mit n = gm+r und
0<r<m.Esgiltdann g" = g""™ = g"-(g™) 1 =(g™)? € U, im Widerspruch dazu, dass m mit der Eigenschaft
g™ € U minimal gewéhlt wurde. |




Wir erinnern an die Definition des gro3ten gemeinsamen Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier
ganzer Zahlen. Seien a, b € Z vorgegeben. Eine Zahl d € IN heil3t gemeinsamer Teiler von a und b, wenn d ein
Teiler von a und zugleich ein Teiler von b ist. Man nennt d den gréoBten gemeinsamen Teiler von a und b und schreibt
d = ggT(a, b), wenn d’|d fiir jeden gemeinsamen Teiler von a und b gilt. Die Zahlen a und b werden als teilerfremd
bezeichnet, wenn ggT(a, b) =1 ist.

Die Zahl d heil3t gemeinsames Vielfaches von a und b, wenn sowohl a|d als auch b|d erfiillt ist. Vom kleinsten
gemeinsamen Vielfachen kgV(a, b) spricht man, wenn jedes weitere gemeinsame Vielfache d’ von a und b auch
eine Vielfaches von d ist. Aus der Klassifikation der Untergruppen einer zyklischen Gruppe konnen wir das folgende
zahlentheoretische Resultat herleiten.

Satz 3.7 (Lemma von Bézout)

Seien m,n € Z, (m,n) # (0,0). Dann gibt es a, b € Z mit am + bn = ggT(m, n).

Beweis: Sei G = (Z,+) und U = (m,n), die von m und n erzeugte Untergruppe. Nach Satz (i) gilt U =
Zm+7Zn = {am+bn|a,b € Z}. Weil (Z,+) zyklisch ist, gibt es nach Satz[3.6]ein d € N mit U = (d). Wir zeigen,
dass d = ggT(m, n) erfiillt ist.

Wegen m,n € (d) gibt es k,{ € Z mit m = kd und n = {d. Dies zeigt, dass d jedenfalls ein gemeinsamer Teiler
von m und n ist. Sei nun d’ ein weiterer gemeinsamer Teiler. Dann gibt es k', € Z mit m = k'd’ und n = £’'d’.
Die Elemente m, n liegen also in der Untergruppe {d’), und nach Definition der erzeugten Untergruppe folgt (d) =
U = (m,n) C (d’). Insbesondere ist d in (d’) enthalten, es gibt also ein r € Z mit d = rd’. Folglich ist d’ ein Teiler
von d. Damit ist der Beweis der Gleichung d = ggT(m, n) abgeschlossen. Wegen d € U gibt es nun a,b € Z mit
am+ bn=d = ggT(m,n). O

Mit Hilfe des Lemma von Bézout lassen sich wichtige Rechenregeln fiir Elementordnungen herleiten.

Satz 3.8 Sei G eine Gruppe und g € G ein Element der endlichen Ordnung n.

(i) Fir beliebiges m € Z gilt ord(g™) = n genau dann, wenn ggT(m,n) =1 ist.

(ii) Ist d € N ein Teiler von n, dann gilt ord(g?) = =

n

(iii) Fiir beliebiges m € Z gilt ord(g™) = 7 mit d = ggT(m, n).

Beweis: zu (i) ,=“ Wegen g™ € (g) ist (g™) eine Untergruppe von (g). Ist ord(g™) = n = ord(g), dann muss
(g™) = (g) gelten. Es existiert also ein k € Z mit g = (g™)* = g"™. Wir erhalten g' ™ = e, und damit n|(1 — km),
weil n die Ordnung von g ist. Sei nun d € IN ein Teiler von n und m. Aus d|n folgt dann insbesondere d|(1 — km).
Damit ist d auch ein Teiler von km + (1 —km) = 1, also muss d = 1 sein. Wir haben damit gezeigt, dass 1 der einzige
(natiirliche) gemeinsame Teiler von m und n ist, und es folgt ggT(m,n) = 1 wie gewdinscht.

,<=“ Wegen g™ € (g) ist (g™) eine Untergruppe von (g). Auf Grund des Lemmas von Bézout gibt es a, b € Z mit
am+ bn = ggT(m,n) = 1. Es folgt

1 am+bn b

g = g = g = (MY = (E)ed = g™ € (g").

— 28 —



Also ist auch umgekehrt (g) eine Untergruppe von (g™). Insgesamt erhalten wir (g) = (g™) und ord(g™) = |{g™)| =
I(g)] = ord(g) =n.

zu (ii) Wegen n = ord(g) gilt fiir jedes k € Z die Aquivalenz (g9)* = e; & g% = e; & n|(dk) & Z | k. Auf Grund
von Satz (iii) folgt daraus ord(gd) = g

zu (iii) Seien m’ und n’ so gewihlt, dass m = m’d und n = n’d gilt. Zu zeigen ist, dass ord(g™) = n’ gilt. Da d ein
Teiler von n ist, kénnen wir zunichst den bereits bewiesenen Teil (ii) anwenden und erhalten ord(g?) = n’. Ferner
sind m’ und n’ teilerfremd. Denn wiire p ein gemeinsamer Primfaktor dieser beiden Zahlen, dann kénnten wir m =
m’d = m”pd und n = n’d = n”pd mit geeigneten m”,n” € IN schreiben. Folglich wire pd ein grofRerer gemeinsamer
Teiler von m und n als d, im Widerspruch zur Definition von d. So aber kénnen wir (i) auf das Gruppenelement g¢ und
die Zahl m’ anwenden und erhalten ord(g?) = ord((gd)m/) = ord(g’”/d) = ord(g™), insgesamt also das gewiinschte
Ergebnis. |

Ist beispielsweise G eine Gruppe und g € G ein Element der Ordnung 24, dann gilt ord(g”) = ord(g) = 24, ord(g®) =
4 und ord(g!%) = 12.

Die in der Zahlentheorie eine wichtige Rolle spielende Eulersche ¢-Funktion ist fiir jedes n € IN definiert durch
p(n) = [{keZ|0<k<n, ggl(k,n)=1}.

In der Ringtheorie werden wir zeigen, dass fiir alle m,n € IN mit ggT(m,n) = 1 stets p(mn) = p(m)p(n) gilt,
aulerdem ¢(p") = p"(p —1) fiir jede Primzahl p und jedes r € IN. Damit lisst sich ¢ (n) fiir jede natiirliche Zahl n
leicht berechnen.

Ist G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung n, dann sind g* mit 0 < k < n nach Folgerung (i) die n verschie-
denen Elemente von G. Aus Satz (i) kann daher unmittelbar abgeleitet werden, dass G insgesamt ¢(n) Elemente
der vollen Ordnung n enthélt. Es gibt also genau ((n) Elemente h in G mit der Eigenschaft G = (h). Beispielsweise
besitzt jede zyklische Gruppe der Ordnung 24 jeweils genau (24) = p(22)p(3) = 4 - 2 = 8 erzeugende Elemente.

Gelegentlich ist auch das folgende Kriterium fiir die Bestimmung der Ordnung hilfreich.

Satz 3.9 Sei G eine Gruppe und n € IN. Ein Element g € G hat genau dann die Ordnung n,
wenn g" = e, und fiir jeden Primteiler p von n jeweils g"/? # e; gilt.

Beweis: ,=*“ Ist n =ord(g), dann ist n € IN nach Satz minimal mit g" = e;. Insbesondere gilt dann g"/? # e,
fiir jeden Primteiler p von n. ,&“ Sei m = ord(g) und das angegebene Kriterium fiir ein n € IN erfiillt. Aus der
Gleichung g" = e folgt zunichst m|n. Nehmen wir nun an, dass m ein echter Teiler von n ist. Dann besitzt die Zahl
- € IN einen Primteiler p. Ist k € IN mit -~ = kp, dann folgt n = kpm und ;’—) = km. Wegen g™ = e; wiirden wir
gV =(gMk = eé = e, erhalten, im Widerspruch zur Annahme g/ # e;. |




Satz 3.10 Sei G eine zyklische Gruppe und g € G mit G = (g).

(i) Ist ord(g) = oo, dann sind die verschiedenen Untergruppen von G gegeben durch U, =
{eg} und U,, = (g™), wobei m die natiirlichen Zahlen durchlauft.

(i) Ist ord(g) = n endlich, dann sind U; = (g?) die verschiedenen Untergruppen von G,
wobei d die Teiler von n durchlduft. Dabei gilt jeweils |Uy| = .

In (i) und (ii) gilt U, € U, fiir m,m’ € N genau dann, wenn m’ ein Teiler von m ist.

Beweis: zu (i) Sei U eine beliebige Untergruppe # {e;} von G. Nach Satz gibt es ein m € IN mit U = (g™),
also ist U = U,, fiir dieses m. Seien nun m, m’ € IN vorgegeben. Setzen wir U,,, € U,,, voraus, dann gilt insbesondere
g™ € U, und folglich gibt es ein k € Z mit g™ = (g™ )¥ = gk™ , also g™ ™ = e,,. Weil die Ordnung von g unendlich
ist, folgt daraus km’ —m = 0 < m = km’, wie wir im Anschluss an Folgerung gesehen haben. Also ist m’ ein
Teiler von m. Sei nun umgekehrt m’|m vorausgesetzt, also m = km’ fiir ein k € Z. Dann gilt g™ = (g™ )* € U,, und
somit U, C U,,.

zu (i)  Sei auch hier eine beliebige Untergrupe U # {e} vorgegeben. In diesem Fall folgt aus Satz[3.6] dass U = Uy
fiir einen Teiler d von n gilt. Im Fall U = {e;} ist offenbar U = U,,. Fiir jeden Teiler d von n gilt auRerdem ord(g?) = N
nach Satz (ii). Daraus folgt jeweils |U| = 7.

Der Beweis der Implikation ,,m’|m = U,, C U,,“ lauft genau wie im Fall unendlicher Ordnung. Auch der Beweis
der Umkehrung braucht nur geringfiigig modifiziert werden. Aus g™ € U, folgt g™ = (g™ )* = ¢g™* und somit
g™ ™k = ¢, fiir ein k € Z. Wegen ord(g) = n erhalten wir n | (m — m’k) nach Satz Es gibt also ein £ € Z mit
fn=m—m'k oder m’k = m—{n. Aus m’ | (m—£n) und m’ | (£n) folgt, dass m’ ein Teiler von m ist. ]

Sei beispielsweise G eine zyklische Gruppe der Ordnung 12. Dann sind die Untergruppen von G durch folgende
Tabelle gegeben.

Untergruppe U1 Uz U3 U4 U6 UlZ
Ordnung 126 |43 ]2 1

Dabei ist U; = (g¢) fiir jeden Teiler d von 12, insbesondere U; = (g') = G und U, = (g'%) = (es) = {eg}.

Zum Abschluss dieses Kapitels studieren wir die Endo- und Automorphismen zyklischer Gruppen. Dazu schauen wir
uns zundchst an, wie sich die Ordnung eines Elements durch Anwendung eines Homomorphismus verdndern kann.

Proposition 3.11 Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Ist g € G ein Element von
endlicher Ordnung n, dann ist auch ord(¢(g)) endlich, und ein Teiler von n.

Beweis: Auf Grund der Homomorphismus-Eigenschaft gilt ¢ (g)" = ¢ (g") = ¢ (eg) = ey. Mit dem Kriterium aus Satz
[3.3]zur Ordnung von Gruppenelementen folgt sowohl die Endlichkeit von ord(¢(g)) als auch die Teiler-Eigenschaft.
O

Proposition 3.12 (Existenz von Homomorphismen auf zyklischen Gruppen)

Sei G eine zyklische Gruppe, g € G ein erzeugendes Element, H eine weitere Gruppe und h € H.
Ist ord(g) = oo oder ord(g) endlich und ein Vielfaches von ord(h), dann existiert ein (eindeutig
bestimmter) Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H mit ¢(g) = h.




Beweis: Die Eindeutigkeit folgt in beiden Fillen aus Satz Fiir die Existenz betrachten wir zunéchst den Fall
ord(g) = oo und definieren die Abbildung ¢ durch ¢(g") = h" fiir alle n € Z. Dann ist ¢ eine wohldefinierte
Abbildung und ein Homomorphismus, denn alle Elemente aus G lassen sich auf eindeutige Weise in der Form g™ mit
m € Z darstellen, und fiir alle m,n € Z gilt ¢(g™g™) = (g™™) = ™" =h™h" = $p(g™)Pp(g").

Sei nun n = ord(g) endlich und ein Vielfaches von ord(h). Dann definieren wir ¢ als Abbildung durch ¢(g*) = h*
fiir 0 < k < n. Wir zeigen, dass dann ¢(g™) = h™ fiir alle m € Z erfiillt ist. Division von m durch n mit Rest liefert
q,r € Z mitm=qn+r und 0 < r < n. Da n ein Vielfaches von ord(h) ist, gilt h" = ey, und es folgt

(g™ = o™ = o((gN) = ¢ = K = O = KT = "

Wie im Fall unendlicher Ordnung priift man nun die Homomorphismus-Eigenschaft von ¢. m|

Folgerung 3.13 Je zwei unendliche zyklische Gruppen sind isomorph. Ebenso sind zwei end-
liche zyklische Gruppen derselben Ordnung isomorph.

Beweis: Seien G und H unendliche zyklische Gruppen und g € G, h € H mit G = (g) sowie H = (h). Dann gibt
es nach Proposition eindeutig bestimmte Homomorphismen ¢ : G —» H und ¢ : H — G mit ¢(g) = h und
Y(h) = g. Es gilt (¢ o ¢)(g) = g. Aber nach Satz gibt es nur einen Homomorphismus G — G mit g — g,
namlich id;. Somit ist 1) o ¢ = id;. Ebenso schliel3t man aus der Gleichung (¢ o)(h) = h, dass ¢ o = idy gilt.
Die Abbildungen ¢ und v sind also zueinander invers und damit bijektiv. Es folgt G = H. Im Fall endlicher Ordnung
verlauft der Beweis analog. a

Der Vollstdndigkeit halber bestimmen wir noch die Automorphismengruppe zyklischer Gruppen. In der Linearen
Algebra haben wir fiir jedes n € IN den Restklassenring Z/nZ definiert. Wir erinnen daran, dass die Elemente von
Z./nZ. die Teilmengen von Z der Form a + nZ mit a € Z sind, und dass zwei Elemente a + nZ und b + Z stimmen
genau dann {ibereinstimmen, wenn n ein Teiler von b —a ist. Somit ist

Z/nZ = {a+nZ|0<a<n}.

Mit Hilfe des Lemmas von Bézout kann man leicht zeigen, dass ein Element a +nZ aus Z/nZ genau dann (beziiglich
der Multiplikation) invertierbar ist, wenn ggT(a,n) = 1 gilt. Nach Satz bildet die Menge (Z/nZ)* mit der Mul-
tiplikation eine abelsche Gruppe der Ordnung ¢(n). Man bezeichnet diese Gruppen als prime Restklassengruppen.

Sei nun G eine zyklische Gruppe der endlichen Ordnung n und g € G mit G = (g). Wegen Satz ist ord(g%)
fiir jedes a € Z ein Teiler von n. Wir konnen also Proposition [3.12| anwenden und erhalten fiir jedes a € Z einen
eindeutig bestimmten Endomorphismus

T,:G—>G mit T,(g) = g%

Zwei solche Endomorphismen 7., 7, mit a,b € Z stimmen genau dann iiberein, wenn n ein Teiler von b — a ist,
denn wegen ord(g) = n ist n|(b — a) dquivalent zu g = g?; siehe Satz Jedem Element a + nZ wird damit ein
7, € End(G) zugeordnet, und diese Zuordnung ist injektiv. Ist T € End(G) beliebig vorgegeben, dann gilt 7(g) = g
fiir ein a € Z und somit T = 7,. Damit ist die Zuordnung auch surjektiv. Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass
durch die Zuordnung a + nZ — 7, eine wohldefinierte Bijektion ¢ : Z/nZ — End(G) gegeben ist.




Satz 3.14 Durch Einschrinkung der Abbildung ¢ auf (Z/n’Z)* erhilt man einen Isomorphis-
mus (Z/nZ)* = Aut(G).

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass die Abbildung ¢ : Z/nZ — End(G) ein Monoid-Isomorphismus ist, wobei Z/nZ
mit der Multiplikation als Verkniipfung ausgestattet ist. Es gilt 7,(g) = g! = g; weil auch id;(g) = g gilt, folgt darauf
T, = idg auf Grund von Satz und somit ¢ (1 + nZ) = idg. Seien nun a + nZ, b + nZ € Z/nZ vorgegeben, mit
a,b € Z. Es gilt

(Ta07)(@) = 7Ta(75(8)) = 78" = T(g)’ = (@) = g = 1,9
Nochmalige Anwendung von Satz liefert also 7, 0 T} = T,;. Daraus folgt
¢((a+nZ)b+nZ)) = ¢ab+nZ) = 714 = 7,07, = ¢(a+nZ)P(b+nZ).

Also ist durch ¢ ein Monoid-Homomorphismus definiert. Weil ¢ eine Bijektion ist, handelt es sich um einen Isomor-
phismus.

Fiir jedes a € Z ist a + nZ genau dann invertierbar, wenn ein b € Z mit (a + nZ)(b + nZ) = 1 + nZ existiert. Wie
soeben gezeigt, folgt daraus 7, 0 7, = 7; = id; und somit die Invertierbarkeit von 7, in End(G), also 7, € Aut(G).
Setzen wir umgekehrt 7, € Aut(G) voraus, dann gibt es ein b € Z mit Ta_l = 7,. Wegen

Tgp = Tgo0Tp = idg = 17

muss (a + nZ)(b + nZ) = ab + nZ = 1 + nZ gelten, und es folgt a + nZ € (Z/nZ)*. Insgesamt haben wir damit
gezeigt, dass man durch Einschrankung von ¢ auf (Z/nZ)* eine Bijektion zwischen (Z/nZ.)* und Aut(G) erhalt. Auf
Grund der bereits nachgewiesenen Vertraglichkeit von ¢ mit den Verkniipfungen auf den beiden Mengen handelt es
sich um einen Isomorphismus von Gruppen. O

Auch im Fall, dass G = (g) unendlich ist, l4sst sich die Automorphismengruppe leicht angeben. Nach Proposition
sind die Endomorphismen einer solchen Gruppe G genau die Abbildungen der Form 7,(g) = g¢, wobei a die
Menge Z der ganzen Zahlen durchliuft. Im Gegensatz zum endlichen Fall gilt hier v, = 7, fiir a, b € Z genau dann,
wenn a = b ist, denn nur in diesem Fall ist g% = g?. Wie in Satz tiberpriift man, dass durch Z — End(G),
a — 7, ein Isomorphismus zwischen den Monoiden (Z, -) und (End(G), o) gegeben ist. Wiederum ist 7, genau dann
ein Automorphismus, wenn a in (Z, - ) invertierbar ist, und die invertierbaren Elemente in dieser Gruppen sind +1.

Wie bei den zyklischen Gruppen endlicher Ordnung kommt man so zu dem Ergebnis (Aut(G),o) = ({1}, ). Da
es sich bei ({1}, -) und (Z/27Z,+) um zyklische Gruppen der Ordnung 2 handelt, sind diese nach Folgerung
isomorph. Somit gilt auch (Aut(G), o) = (Z/2Z,+) fiir jede unendliche zyklische Gruppe G.




§4. Nebenklassen und Satz von Lagrange

Zusammenfassung. Unser Hauptziel in diesem Abschnitt ist der Beweis des Satzes von Lagrange, welcher
besagt, dass bei einer endlichen Gruppe G die Ordnung jeder Untergruppe U ein Teiler von |G| ist; fiir zyklische
Gruppen ist uns dieses Resultat aus § 3 bereits bekannt. Der Beweis fiir beliebige (also auch nicht-kommutative)
Gruppen beruht auf der Beobachtung, dass jede Untergruppe U eine Zerlegung der Gruppe in gleich grof3e
Teilmengen ermoglicht, die sog. Links- und Rechtsnebenklassen der Untergruppe. Die Zerlegung einer Menge
kann iiber eine sog. Aquivalenzrelationen auf der Menge beschreiben, und fiir den praktischen Umgang mit
einer Zerlegung sind Reprdsentantensysteme hilfreich. Auch diese Konzepte werden wir im ersten Teil dieses
Abschnitts kennenlernen.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze

— Links- und Rechtsnebenklassen einer Untergruppe - Zerlegung einer Gruppe in die Nebenklassen

. einer Untergruppe
— Reprasentantensystem der Aquivalenzklassen PP

einer Aquivalenzrelation — Satz von Lagrange
— Index (G : U) einer Untergruppe — Existenz und Eindeutigkeit der induzierten
Abbildung

— induzierte Abbildungen auf Mengen von
Aquivalenzklassen — Kleiner Satz von Fermat (Gruppentheorie)

— Kleiner Satz von Fermat (Zahlentheorie)

Definition 4.1 Sei (G, -) eine Gruppe und U eine Untergruppe. Eine Teilmenge von G, die mit
einem geeigneten g € G in der Form

gU = {gul|lueU}

geschrieben werden kann, wird Linksnebenklasse von U genannt. Ebenso bezeichnet man die
Teilmengen der Form Ug = {ug | u € U} mit g € G als Rechtsnebenklassen von U.

Desweiteren flihren wir die Bezeichnung G/U fiir die Menge der Linksnebenklassen und U\G fiir die Menge der
Rechtsnebenklassen von U ein. Es gilt also G/U = {gU | g € G} und U\G = {Ug | g € G}. Sei beispielsweise G = S5
und U = ((1,2)) = {id, (1 2)}. Dann sind die Linksnebenklassen von U gegeben durch

idoU = {idoid,id o (1 2)} = {id, (1 2)}
(12)oU = {(12)0id,(12)o(12)} = {(1 2),id}
(13)oU = {(13)0id,(13)o(12)} = {(13),(123)}
(23)oU = {(23)0id,(23)0o(12)} = {(23),(132)}

(123)oU = {(123)0id,(123)0(12)} = {(123),(13)}
(132)oU = {(132)0id,(132)0(12)} = {(132),(23)}




Es gilt also S5/U = { {id, (1 2)}, {(13),(123)}, {(23),(132)}}.

Graphisch kann die Menge S;/U der Linksnebenklassen folgendermaf3en dargestellt werden.

Ss /U

U

a3u 23)U

Die Elemente von S;/U sind die Linksnebenklassen U, (1 2)U und (2 3)U, also die blau gezeichneten Objekte. Die
Permutation (1 2 3) ist ein Element von S; und auch ein Element der Linksnebenklasse (1 3)U, die ja ihrerseits eine
Teilmenge von S5 ist. Aber (1 2 3) ist kein Element von S;/U, denn die Elemente von S;/U sind nach Definition
bestimmte Teilmengen von Ss, keine Elemente von Ss!

Offenbar ist es moglich, dass zwei Nebenklassen gU und hU iibereinstimmen, ohne dass g = h ist. In unserem
Beispiel gilt etwa (1 3)o U = (1 2 3) o U. Nach dem gleichen Schema kénnen wir auch die Rechtsnebenklassen von
U bestimmen.

Uoid = {idoid, (1 2)oid} = {id,(12)}
Uo(12) = {ido(12),(12)o(12)} = {(12),id}
Uo(13) = {ido(13),(12)o(13)} = {(13),(132)}
Uo(23) = {ido(23),(12)0(23)} = {(23),(123)}
Uo(123) = {ido(123),(12)0(123)} = {(123),(23)}

Uo(132) = {ido(132),(12)0(132)} = {(132),(13)}
Die Menge der Rechtsnebenklassen U\G ist also gegeben durch {U , {(1 3),(1 3 2)}, {(2 3),(1 2 3)}}.

Das Beispiel zeigt, dass Links- und Rechtsnebenklassen im Allgemeinen nicht iibereinzustimmen brauchen. Beispiels-
weise ist {(1 3), (1 2 3)} zwar eine Links- aber keine Rechtsnebenklasse von U. Ist U aber Untergruppe einer abelschen
Gruppe, dann gilt gU = Ug fiir alle g € G. Ist nédmlich h € gU vorgegeben, dann gilt h = gu = ug fiir ein u € U, und
es folgt h € Ug. Damit ist gU C Ug nachgewiesen, und die umgekehrte Inklusion beweist man genauso.

Wir bemerken noch, dass jedes g € G sowohl in der Linksnebenklasse gU als auch in der Rechtsnebenklasse Ug
enthalten ist. Dies folgt direkt aus den Gleichungen g = g - e; = e - g und der Tatsache, dass e in U liegt.

Bei unserem Beispiel féllt auf, dass jede Links- oder Rechtsnebenklasse genauso viele Elemente enthilt wie die Un-
tergruppe U selbst. Diese Beobachtung ist auch im allgemeinen Fall zutreffend.

Lemma 4.2 Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe von G und g € G ein beliebiges Element.
Dann sind die Abbildungen

Tﬁ, :U—-gU,h—gh und T; :U—Ug, h—hg jeweils bijektiv.

Ist U endlich, dann gilt also |U| = |gU| = |Ug| fiir alle g € G.
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Beweis: Wir beschranken und auf den Beweis der Surjektivitdt und der Injektivitat der Abbildung Tg .Seih e gU
vorgegeben. Dann existiert nach Definition von gU ein u € U mit h = gu. Es gilt also Tg(u) = gu = h. Damit ist
die Surjektivitat bewiesen. Seien nun uy,u, € U mit 74 (u;) = 74 (up). Dann folgt u; = g7'guy = g~ ' 75 (uy) =
g_lrg (u,) = g~ ' gu, = u,. Dies zeigt, dass 7¢ auch injektiv ist. Die letzte Aussage folgt unmittelbar aus der Tatsache,
dass zwei Mengen, zwischen denen eine Bijektion existiert, gleichméchtig sind. m|

Fiir das Hauptziel dieses Abschnitts, den Beweis des Satzes von Lagrange, ist die Beobachtung entscheidend, dass die
Linksnebenklassen in G/U eine Zerlegung der Menge G bilden, ein Begriff, den wir bereits aus der Linearen Algebra
kennen. Zur Erinnerung: Unter einer Zerlegung einer Menge X verstehen wir ein System & € & (X) von Teilmengen
von X mit den Eigenschaften @ ¢ %, UAEE‘Z’A =X und VA,B € ¥ : A# B = AN B = J; zwei verschiedene Mengen in
einer Zerlegung sind also disjunkt. Man vergewissere sich anhand des Beispiels vom Anfang des Kapitels mit G = S,
und U = ((1 2)), dass sowohl G/U als auch U\G in der Tat eine Zerlegung von Sy liefert.

Aus der Linearen Algebra wissen wir auch, dass der Begriff der Zerlegung mit dem Konzept der Aquivalenzrelation
eng verbunden ist. Eine Aquivalenzrelation = auf einer Menge X ist eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation. Fiir jedes x € X wird [x] = {y € X | x = y} die Aquivalenzklasse von x beziiglich = genannt. Zwischen den
Aquivalenzrelationen auf einer Menge X und den Zerlegungen von X besteht nun der folgende Zusammenhang: Ist
= eine Aquivalenzrelation auf X, so bilden die Aquivalenzklassen beziiglich = eine Zerlegung von X. Ist umgekehrt
% eine Zerlegung von X, so erhilt man durch

X=py & dJAEZ:x,y€A

eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir eine Menge X und eine Zerlegung % von X gilt offenbar allgemein: Genau dann
ist X endlich, wenn sowohl |Z| als auch |A] fiir jedes A € % endlich ist, und in diesem Fall ist dann die Gleichung
IX| = D,co Al erfiillt. Diese einfache Beobachtung wird spéter beim Beweis des Satzes von Lagrange eine wichtige
Rolle spielen.

Lemma 4.3 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Dann folgt fiir alle g,h € G aus
h € gU jeweils gU = hU.

Beweis: Setzen wir h € gU voraus. Dann gibt es ein u € U mit h = gu. Zum Nachweis der Inklusion ,,.C“ sei h; € gU

vorgegeben. Dann gibt es ein u; € U mit h; = gu;, und es folgt h; = h(u 'u;) € hU. Ist umgekehrt h; € hU, dann
gilt h; = hu, fiir ein u, € U. Wir erhalten h; = g(uju,) € gU. O

Satz 4.4 Sei G eine Gruppe und U < G. Dann ist sowohl durch G/U als auch durch U\G eine
Zerlegung von G gegeben. Die zugehérigen Aquivalenzrelationen auf G sind definiert durch
g=h&ehegUbzw. g= . h& heUg.

Beweis: Wir beweisen die beiden Teilaussagen lediglich fiir die Menge G/U der Linksnebenklassen. Zunéchst zeigen
wir, dass es sich dabei um eine Zerlegung von G handelt, und iiberpriifen dafiir die drei definierenden Bedingungen,
die wir gerade wiederholt haben. Jede Teilmenge A € G/U hat die Form A= gU fiirein g € G,undes gilt g =g-e; €
gU wegen e; € U. Dies zeigt, dass A # @ gilt, die leere Menge in G/U also nicht vorkommt. Weil jedes g € G in
gU liegt, also einem Element von G/U, ist auch die Eigenschaft G = |,/ A erfiillt. Seien nun A,B € G/U mit




AN B # @ vorgegeben, und sei h € AN B. Nach Lemma folgt daraus A = hU = B. Setzen wir fiir A,B € G/U
umgekehrt A # B voraus, dann muss also AN B = @& gelten.

Nach Definition ist die zur Zerlegung G/U gehérende Aquivalenzrelation =, definiert durch die Bedingung, dass fiir
je zwei Elemente g,h € G jeweils genau dann g =, h erfiillt ist, wenn ein A € G/U mit g, h € A existiert. Aber wegen
Lemma [4.3] folgt aus g € A bereits A = gU, so dass g = h also h € gU impliziert. Setzen wir umgekehrt h € gU
voraus, dann ist durch A= gU ein Element von G/U mit g,h € A gegeben, und es folgt g =, h. |

Im weiteren Verlauf bezeichnen wir mit X /= die Menge der Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation =. Es handelt
sich also nach Definition um die Menge {[x] | x € X}.

Definition 4.5 Sei X eine Menge und = eine Aquivalenzrelation auf X. Eine Teilmenge R C X
wird Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen von = genannt, wenn durch R — X/=,
x — [x] eine bijektive Abbildung gegeben ist. Mit anderen Worten, in jeder Aquivalenzklasse ist
genau ein Element aus R enthalten.

Im Beispiel G = S5, U = ((1 2)) von oben ist {id, (1 3),(2 3)} ein Reprasentantensystem von G/U. Gleiches gilt fiir
die Mengen {id, (1 2 3),(2 3)} und {(1 2),(1 3),(1 3 2)}. Die Wahl eines Reprasentantensystems ist also keineswegs
eindeutig.

Als néchstes zeigen wir, wie sich aus einem Reprasentantensystem der Linksnebenklassen ein Représentantensystem
der Rechtsnebenklassen gewinnen lasst.

Proposition 4.6 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Ist R ein Reprdsentantesystem
der Linksnebenklassen, dann ist R’ = {g™! | ¢ € R} ein Reprisentantensystem der Rechtsneben-
klassen, und durch g — g~! ist eine Bijektion zwischen R und R’ definiert.

Beweis: Zu zeigen ist, dass fiir jedes h € G die Rechtsnebenklasse Uh genau ein Element aus R’ enthilt. Sei also
h € G vorgegeben. Zunichst beweisen wir, dass in Uh ein Element aus R’ liegt. Nach Voraussetzung enthélt die
Linksnebenklasse h™'U ein Element g € R. Es gibt also ein u € U mit g = h™'u. Daraus folgt g~* = u~'h. Diese
Gleichung wiederum zeigt, dass die Rechtsnebenklasse Uh das Element g~ € R enthiilt.

Nehmen wir nun an, die Rechtsnebenklasse Uh enthélt die beiden Elemente h,,h, € R’. Dann gibt es u,v € U
mit h; = uh und h, = vh. Nach Definition von R’ gibt es auBerdem g;, g, € R mit gl_1 = hy, gz_1 = h,. Es folgt
g1 =h'=h"'u und g, = h;' = h"'v". Die Gleichungen zeigen, dass die Elemente g;,g, € R beide in der
Linksnebenklasse h~'U liegen. Weil R ein Reprisentantensystem der Linksnebenklassen ist, muss g; = g, gelten.
Daraus wiederum folgt h; = h,.

Dass die Abbildung R — R’, g — g~ ! surjektiv ist, folgt direkt aus der Definition von R’. Andererseits folgt aus
g ! =h7! sofort g = h, somit ist die Abbildung auch injektiv. O

Aus der Proposition folgt unmittelbar, dass zwischen G/U und U\G eine Bijektion existiert, die aus den Bijektionen
G/U — R — R’ — U\G zusammengesetzt ist. Dies bedeutet, dass die Mengen G/U und U\G gleichméichtig sind.




Definition 4.7 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Die Méchtigkeit |G/U| der Menge
G/U wird der Index von U in G genannt und mit (G : U) bezeichnet.

Aus unserer Voriiberlegung folgt, dass man zur Definition des Index genauso gut die Méchtigkeit der Menge U\G der
Rechtsnebenklassen verwenden konnte. Im Beispiel oben haben wir gesehen, dass es im Fall G = S; und U = {(1 2))
jeweils drei Links- und drei Rechtsnebenklassen gibt. Hier gilt also (G : U) = 3.

Satz 4.8 (Satz von Lagrange)

Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann gilt |G| = (G : U)|U]|. Insbesondere
ist die Ordnung |U| der Untergruppe immer ein Teiler der Gruppenordnung |G|.

Beweis: SeiR C G ein Reprasentantensystem der Linksnebenklassen. Weil nach Definition der Reprasentantensysteme
eine Bijektion R — G/U existiert, gilt |R| = |G/U| = (G : U). Nach Proposition [4.4]ist G/U eine Zerlegung von G,
und nach Lemma[4.2]gilt |gU| = |U] fiir alle Linksnebenklassen. Wir erhalten

6l = >l = Xllgul = XUl = RI-ul = (G:U)Ul. O

AeG/U g€R g€R

Im Beispiel oben ist die Gleichung aus dem Satz von Lagrange offenbar erfiillt, denn im Fall G = S5, U = {(1 2)) gilt
|G| =6 und (G : U)|U| =3 -2 = 6. Die Untergruppe V = {(1 2 3)) in S5 ist von Ordnung 3, da (1 2 3) ein Element
der Ordnung 3 ist. Der Satz von Langrange liefert hier fiir den Index den Wert

gl

(G:V) V]

6

- = 2

3

Die Zerlegung einer Gruppe in ihre Linksnebenklassen liefert auch eine Aussage fiir beliebige, nicht notwendigerweise
endliche, Gruppen.

Folgerung 4.9 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Genau dann ist G endlich, wenn
sowohl U als auch G/U endliche Mengen sind (und in diesem Fall gilt dann natiirlich der Satz
von Lagrange).

Beweis: ,=“ Ist G endlich, dann ist U als Teilmenge von G offenbar ebenfalls endlich. Sei R C G ein Reprédsentan-
tensystem der Menge G/U der Linksnebenklassen. Dann gibt es eine Bijektion von R nach G/U. Weil R als Teilmenge
von G endlich ist, handelt es sich auch bei G/U um eine endliche Menge.

,&=“ Setzen wir nun voraus, dass U und G/U endlich sind. Weil fiir jedes g € G zwischen U und gU jeweils
eine Bijektion existiert, ist damit auch jede Linksnebenklasse endlich. Weil es nach Voraussetzung nur endlich viele
Linksnebenklassen gibt, ist G als Vereinigung der endlich vielen Linksnebenklassen selbst eine endliche Menge. O




Wir haben beim Beweis der bisherigen Satze bereits mehrmals verwendet, dass fiir die Linksnebenklassen einer Un-
tergruppe U in einer Gruppe G stets ein Reprdsentantensystem existiert. Dass dies tatséchlich der Fall ist, wird durch
das sogenannte Auswahlaxiom der Mengenlehre gewéhrleistet. Dieses stellt sicher, dass aus jeder Linksnebenklasse
ein Reprasentant ausgewéhlt und die ausgewéhlten Elemente zu einer neuen Menge R zusammengefithrt werden
konnen. Da in den Vorlesungen die Axiome der Mengenlehre normalerweise nicht behandelt werden, féllt die Ver-
wendung des Auswahlaxioms nicht auf, zumal seine Giiltigkeit selbstverstandlich und trivial erscheint.

Die Bedeutung des folgenden Satzes wird im néchsten Kapitel bei der Konstruktion der Faktorgruppen deutlich wer-
den. Wir beweisen ihn bereits hier, weil der Beweis auf dem Konzept der Reprasentantensysteme basiert.

Satz 4.10 Seien X und Y Mengen und sei = eine Aquivalenzrelation auf X.

(i) Istf : X — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass fiir alle x, x’ € X aus x = x’ jeweils
f(x) = f(x") gilt, dann existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung f : X /= — Y mit
f([x]) = f(x) fiir alle x € X.

(ii) Ist g : X xX — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass fiir alls x,x’ € X und y, y’ € X
aus x = x’ und y = y’ jeweils g(x,y) = g(x’,y’) folgt, dann existiert eine eindeutig
bestimmte Abbildung g : (X/=) x (X/=) — Y mit g([x],[y]) = g(x, y) fir alle x,y € X

Man nénnt f bzw. g die durch f bzw. g induzierte Abbildung.

Beweis: Die Eindeutigkeit von f und g ist jeweils offensichtlich, denn durch die angegebenen Bedingungen sind f
und g auf ihrem Definitionsbereich eindeutig festgelegt. Zum Nachweis der Existenz verwenden wir ein Reprédsen-
tantensystem R C X der Aquivalenzklassen. Fiir jedes x € X sei xz € R jeweils das eindeutig bestimmte Element
in der Aquivalenzklasse von x. Dann definieren wir f und g durch f([x]) = f(xz) und g([x],[¥]) = g(xz, Yr)-
(Diese Definitionen sind eindeutig auf Grund der Tatsache, dass xz und yy jeweils nur von den Aquivalenzklas-
sen [x],[y] € X/= abhingen, nicht aber von der Wahl der Elemente x und y innerhalb ihrer jeweiligen Klasse.)
Auf Grund unserer Voraussetzungen an die Abbildungen f und g gilt fiir alle x,y € X jeweils f(xz) = f(x) und

g(xg, yr) = g(x, y), insgesamt also f([x]) = f(x) und g([x],[y]) = g(x, y) wie gefordert. |

Die Giiltigkeit des Satzes ist keineswegs so selbstverstdndlich, wie es auf den ersten Blick erscheint. Beispielsweise
existiert keine Abbildung f : Z /37 — 7Z./47 mit f(a + 3Z) = a + 47 fiir alle a € Z. Denn aus der Existenz einer
solchen Abbildung wiirde sich auf Grund der Gleichung 2+ 37 = 5+3Z in Z/3Z die Gleichung 2+47Z = f (2+3Z) =
f(5+437) =5+ 47 ergeben, im Widerspruch zu 5+ 47Z = 1 + 47 # 2 + 47.

Wir notieren einige wichtige Folgerungen aus dem Satz von Lagrange.

Satz 4.11 (Kleiner Satz von Fermat, gruppentheoretische Version)

Sei G eine Gruppe der endlichen Ordnung n. Dann ist ord(g) fiir jedes g € G ein Teiler, insbe-
sondere gilt g" = e fiir alle g € G.




Beweis: Sei g € G beliebig. Aus der Endlichkeit von G folgt die Endlichkeit der zyklischen Untergruppe (g). Nach

Definition gilt ord(g) = |(g)|, und auf Grund des Satzes von Lagrange ist |{g)| ein Teiler von n. Die Gleichung g" = e
folgt dann aus Satz O

Bei der folgenden zahlentheoretischen Formulierung setzen wir die Definition der Kongruenzrelation aus der Linearen
Algebra als bekannt voraus.

Folgerung 4.12 (Kleiner Satz von Fermat, zahlentheoretische Version)

Fiir jede Primzahl p und alle a € Z gilt a? = a mod p. Ist p kein Teiler von a, dann gilt dariiber
hinaus a?~' =1 mod p.

Beweis: Wir wenden die gruppentheoretische Version es Kleinen Satzes von Fermat auf die prime Restklassengruppe
(Z/pZ)*. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass (Z/pZ)* = Z/pZ \ {0} und somit |(Z/pZ)*| = p —1 gilt. Fiir
jedes a € Z ist a + pZ € (Z/pZ)* 4quivalent zu p 4 a. Auf Grund des Kleinen Satzes von Fermat gilt (a + pZ)P~! =
1+ pZ fiir diese a, was zu aP~! =1 mod p dquivalent ist. Durch Multiplikation dieser Kongruenz mit a folgt a? = a
mod p. Diese Kongruenz ist auch im Fall p | a erfiillt, denn dann gilt auch p | @’ und somita? =0=a modp. O

Wir notieren noch zwei wichtige gruppentheoretische Konsequenzen.

Satz 4.13

(i) Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.

(ii) Sei G eine Gruppe, und seien U,V C G endliche Untergruppen teilerfremder Ordnung.
Dann gilt UNV = {eg}.

Beweis: zu (i) Wegen |G| > 1 gibt es mindestens ein Element g € G \ {e;}. Nach dem Satz von Lagrange ist
ord(g) = |{g)| ein Teiler der Gruppenordnung p. Weil p eine Primzahl ist, gibt es nur die beiden Moglichkeiten
ord(g) = 1 oder ord(g) = p. Wegen g # e; scheidet die erste Moglichkeit aus. Es gilt damit |[(g)| = p = |G|, also
G=(g).

zu (ii) Sei U; = UNV. Dann ist U; eine Untergruppe von U, und nach dem Satz von Lagrange ist |U; | ein Teiler von
|U|. Ebenso ist U; eine Untergruppe von V, also teilt |U;| auch |V|. Die Zahl |U, | ist also ein gemeinsamer Teiler von
|U| und |V|. Weil |U| und |V| teilerfremd sind, folgt |U;| =1 und U; = {es}. m|




§5. Normalteiler und Faktorgruppen

Zusammenfassung. Beieinem speziellen Typ von Untergruppen N, den sog. Normalteilern, kann auf der Men-
ge G/N der Linksnebenklassen von N wiederum eine Gruppenstruktur definiert werden. Die Gruppen, die auf
diese Weise zu Stande kommen, bezeichnet man als Faktorgruppen. Einfachstes Beispiel sind die Restklassen-
gruppen Z/nZ, die als Faktorgruppen der unendlichen zyklischen Gruppe (Z, +) auftreten. Die Faktorgruppen
ermoglichen es, die Untersuchung bestimmter Merkmale der Gruppe G auf das Studium der kleineren Gruppe
G/N zuriickzufiihren. Beispielsweise erméglicht uns der Korrespondenzsatz, einen Teil der Untergruppenstruk-
tur von G an der Gruppe G/N abzulesen. Mit Hilfe des Homomorphiesatzes kann eine Faktorgruppe G/N mit
anderen Gruppen in Verbindung verglichen werden, die einfacher zu handhaben sind.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze

— Normalteiler einer Gruppe — Isomorphismus NU = N x U zwischen innerem und

: . duflerem direkten Produkt
— Komplexprodukt AB zweier Teilmengen

A, B einer Gruppe — Homomorphiesatz fiir Gruppen

— inneres (semi-)direktes Produkt G = NU — Isomorphiesitze fiir Gruppen

— Faktorgruppe G/N (G Gruppe, N < G) U/(NNU)ZUN/N, (G/N)/(U/N) = G/U

— Korrespondenzsatz fiir Gruppen
— kanonischer Epimorphismus 7y : G = G/N P PP

— induzierter Homomorphismus

Ist U eine Untergruppe, dann bilden die Nebenklassen gU lediglich eine Menge, die wir mit G/U bezeichnet haben.
Wir betrachten nun im weiteren Verlauf einen speziellen Typ von Untergruppen, die es uns ermoglichen werden, auf
der Menge G/U wiederum eine Gruppenstruktur zu definieren.

Definition 5.1 Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe U von G wird Normalteiler von G genannt
(Schreibweise U < G), wenn gU = Ug fiir alle g € G gilt.

Fiir die Normalteiler-Eigenschaft einer Untergruppe gibt es mehrere dquivalente Kriterien.

Proposition 5.2 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann sind die folgenden Bedin-
gungen dquivalent:
(i) U ist Normalteiler von G.
(i) Esgilt gUg™! C U fiir alle g € G, wobei gUg ™! = {gug™" |u € U} ist.
(iii) Esgilt gUg ! =U fiir alle g € G.




Beweis: (i) = (ii)“ Seien g € G und h € gUg ™! vorgegeben. Dann gibt es ein u € U mit h = gug™'. Auf Grund
der Gleichung gU = Ug finden wir ein v’ € U mit gu = u’g. Es folgt h = (u’g)g™" = u’ € U. Damit ist die Inklusion
gUg™! C U nachgewiesen.

,(i) = (ii)“ Sei g € G vorgeben. Auf Grund der Voraussetzung geniigt es, die Inklusion U € gUg ™! zu beweisen.
Seien g € G und u € U vorgegeben. Nach Voraussetzung gilt auch g™*Ug C U, also liegt das Element u’ = g~ lug in
U.Esfolgtu=gu'g e gug™™.

,(i) = ()“ Zunichst beweisen wir die Inklusion gU € Ug. Sei dazu h € gU vorgegeben. Dann gibt es ein u € U
mit h = gu. Nach Voraussetzung liegt das Element u’ = gug™! in U. Es gilt also h = u’g € Ug. Zum Beweis von
Ug C gU sei nun umgekehrt h € Ug enthalten, also h = ug fiir ein u € U. Wegen g~'Ug = U liegt ' = g 'ug in U.
Daraus folgt h = gu’ € gU. O

Ist G eine beliebige Gruppe, dann sind {e;} und G stets Normalteiler von G. Man nennt eine Gruppe einfach, wenn
G # {eg} gilt und es neben diesen beiden keine weiteren Normalteiler gibt. Ist G abelsch, dann ist jede Untergruppe
von G ein Normalteiler; vgl. die Bemerkung unmittelbar vor Lemma Eine abelsche Gruppe ist also nur dann
einfach, wenn sie auler {e;} und G keine weiteren Untergruppen besitzt. Wir werden in § 6 sehen, dass dies bei
abelschen Gruppen nur auf die Gruppen von Primzahlordnung zutrifft. Nicht-kommutative einfache Gruppen haben
dagegen (anders als die Bezeichung ,einfach“ vermuten lédsst) in der Regel eine sehr komplizierte Struktur.

Gilt N 9 G, dann gilt offenbar auch N < U fiir jede Untergruppe U von G mit U 2 N. Neben dem direkten Nachrech-
nen lasst sich die Normalteiler-Eigenschaft auch durch folgende Kriterien feststellen.

Satz 5.3

(i) Ist G eine Gruppe und U eine Untergruppe mit (G : U) = 2, dann gilt U < G.

(ii) Ist G eine Gruppe und (N;);c; eine Familie von Normalteilern, dann ist auch N = ()., N;
ein Normalteiler von G.

(iii) Seinun ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Ist N ein Normalteiler von H, dann ist
¢ 1(N) ein Normalteiler von G.

(iv) Ist ¢ surjektiv und N Normalteiler von G, dann ist ¢(N) Normalteiler von H.

Beweis: zu (i) Sei g € G beliebig. Ist g in U enthalten, dann gilt gU = U = Ug. Setzen wir nun g ¢ U voraus.
Dann ist gU eine von U verschiedene Linksnebenklasse in G. Wegen (G : U) = 2 sind U und gU die einzigen
Linksnebenklassen, und wir erhalten eine disjunkte Zerlegung G = U U gU, also gU = G \ U. Ebenso zeigt man
Ug = G\ U. Insgesamt erhalten wir gU = Ug.

zu (ii) Fiir beliebiges g € G ist zu zeigen, dass gNg™* C N gilt. Sei also h € gNg™!. Dann gibt es ein n € N mit
h = gng™!. Weil jedes N; Normalteiler und nach Voraussetzung n in jedem N; enthalten ist, gilt h = gng™! € N; fiir
allei €I. Also liegt h in N.

zu (iii) Sein € ¢~'(N), also ¢(n) € N. Dann gilt h¢p(n)h™* € N fiir alle h € H. Insbesondere gilt ¢(gng™') =
¢ (8)p(n)p(g)~! €N fiir alle g € G, also gng™* € ¢~ }(N) fiir alle g € G.




zu (iv) Sein € ¢(N), also n = ¢(n’) fiir ein n’ € G. Ist nun h € H beliebig vorgegeben, dann finden wir auf
Grund der Surjektivitit von ¢ ein g € G mit ¢(g) = h. Weil N Normalteiler von G ist, gilt gn’g™! € N. Es folgt

hnh™ = $(g)p ()P (g)™ = dp(gn'g™) € p(N). m

Beispielsweise ist N = {(1 2 3)) ein Normalteiler von S;, denn aus |[N| = 3 und |S;| = 6 folgt (G : N) = 2 nach dem
Satz von Lagrange. Die Untergruppe U = ((1 2)) ist dagegen kein Normalteiler von S;, denn wie wir bereits in §4
gesehen haben, stimmen Links- und Rechtsnebenklassen von U nicht {iberein. Fiir g = (1 2 3) beispielsweise gilt
gU={(123),(13)}und Ug ={(123),(23)}.

Aus Teil (iii) von Satz angewendet auf den Normalteiler {e;} von H, folgt insbesondere, dass Kerne von Ho-
momorphismen stets Normalteiler sind. Umgekehrt werden wir in Kiirze sehen, dass jeder Normalteiler auch Kern
eines geeigneten Homomorphismus ist.

Man beachte, dass Teil (iv) ohne die Voraussetzung der Surjektivitdt falsch wird. Als Beispiel betrachte man die
Inklusionsabbildung ¢ : ((1 2)) — S3, 0 — o. Offenbar gilt ¢({(1 2))) = ((1 2)) und {(1 2)) < ((1 2)). Aber
andererseits ist {(1 2)), wie bereits festgestetllt, kein Normalteiler von Sj.

In bestimmten Situationen kdnnen Normalteiler verwendet werden, um Gruppen in dulere direkte Produkte kleine-
rer Gruppen zu zerlegen. Zur Vorbereitung definieren wir

Definition 5.4 Sei G eine Gruppe, und seien A, B € G beliebige Teilmengen. Dann nennt man
die Teilmenge AB = {ab | a € A, b € B} das Komplexprodukt von A und B.

Bei Gruppen in additiver Schreibweise verwendet man fiir das Komplexprodukt die Schreibweise A+ B statt AB. Die
folgenden ,Rechenregeln” fiir Komplexprodukte werden wir im weiteren Verlauf der Vorlesung an mehreren Stellen
verwenden, in diesem Kapitel beispielsweise weiter unten beim Beweis des Korrespondenzsatzes.

Lemma 5.5 Sei G eine Gruppe, und seien U und N Untergruppen von G.

(i) Gilt UNN = {e}, dann hat jedes Element g € UN eine eindeutige Darstellung der Form
g=un,mitue U und n € N.
(ii) Gilt U € N, dann folgt UN =N.
(iii) Gilt UN = NU, dann ist UN eine Untergruppe von G. Ersteres ist insbesondere dann

gegeben, wenn N ein Normalteiler von G ist.

(iv) Sind N und U beides Normalteiler von G, dann folgt UN < G.

Beweis: zu (i) Sei g € UN. Die Existenz einer Darstellung der angegebenen Form ist auf Grund der Definition
des Komplexprodukts offensichtlich. Nehmen wir nun an, es gibt u,u’ € U und n,n’ € N mit g = un = u’n’. Dann
kann die Gleichung un = u’n’ umgeformt werden zu (u’)'u = n’n"!. Dieses Produkt liegt in U NN = {e}. Es folgt
W) lu=eundn'nl=e alsou=1v'undn=n’.

zu (ii) Ist g € N, dann gilt g =e;g € UN. Liegt umgekehrt g in UN, dann gibt esu € U und n € N mit g =un. Da
N als Untergruppe von G unter der Verkniipfung abgeschlossen ist und u,n in N liegen, folgt g =un € N.




zu (iii) Wir beweisen die Untergruppen-Eigenschaft von UN unter der gegebenen Voraussetzung. Zunéchst ist das
Neutralelement e; = egze; wegen e; € U und eg € N in UN enthalten. Seien nun g, g’ € UN vorgegeben. Dann gibt
esu,u’ € U und n,n’ € N mit g =un und g’ = u’n’. Auf Grund der Voraussetzung finden wir ein u” € U und n” € N

mit nu’ = u”n”, so dass das Element

gg’ = @Wn)Wn) = u(mn’ = u@n) = @@)n"n)
in UN liegt. Aus g ' = (un) ' =n"'u"! € NU und NU = UN folgt auch g~! € UN.

Sei nun N ein Normalteiler von G und g € UN. Dann gibt es Elemente u € U und n € N mit g = un. Auf Grund der
Normalteiler-Eigenschaft gilt uN = Nu, es existiert also ein n’ € N mit un = n’u. Dies zeigt, dass g in NU enthalten
ist, und wir haben damit die Inklusion UN C NU bewiesen. Der Nachweis der Inklusion NU C UN funktioniert
analog.

zu (iv) Sei g € G beliebig. Um zu zeigen, dass UN Normalteiler von G ist, miissen wir die Inklusion g(UN)g™ € UN
nachrechnen. Ist h € g(UN)g ™!, dann gibt es Elemente u € U und n € N mit h = g(un)g~'. Da U Normalteiler von G
ist, gilt gug™ € U, und aus N < G folgt gng™! € G. Insgesamt erhalten wir h = g(un)g™! = (gug™!)(gng™') € UN.
O

Selbst wenn U und N beides Untergruppen von G sind, braucht das Komplexprodukt UN im Allgemeinen keine
Untergruppe von G zu sein. Als Beispiel betrachten wir G = S;, U = ((1 2)) und N = {(1 3)). Dann ist UN =
{id, (1 2),(1 3),(1 3 2)}. Nach dem Satz von Lagrange kann diese vierelementige Teilmenge keine Untergruppe der
sechselementigen Gruppe S; sein.

Als Anwendung der Komplexprodukte bestimmen wir nun die Elemente der Diedergruppen.

Folgerung 5.6 Sein €N, n > 3. Dann besteht die Diedergruppe D,, = {p,,, T,,) aus 2n Elemen-
ten, ndmlich p% o 7’ mit 0 <a <nund b € {0, 1}.

Beweis: Wir definieren in S, die beiden Untergruppen N = {(p,) und U = (t,). Wir zeigen zunichst, dass das
Komplexprodukt NU aus den angegebenen Elementen besteht, und dass es sich dabei um 2n verschiedene Elemente
handelt. Aus § 3 ist bekannt, dass die Ordnung von Elementen der symmetrischen Gruppe S, direkt angegebenen
werden kann, wenn diese als Produkte disjunkter Zykel dargestellt werden. Weil p,, ein n-Zykel ist, gilt ord(p,) = n,
und als Produkt disjunkter Transpositionen ist 7, ein Element der Ordnung 2. Nach Folgerung 3.4 gilt damit [N| =n
und |U| = 2. Dariiber hinaus sind die verschiedenen Elemente von N gegeben durch p; mit 0 < n < a, und die
Elemente von U durch Tg mit b € {0,1}.

Dies zeigt, dass NU tatsichlich aus den angegebenen Elementen besteht. Wenn wir zeigen konnen, dass dariiber
hinaus N N U = {id} gilt, dann folgt daraus mit Teil (i) von Lemma dass es sich dabei um 2n verschiedene
Elemente handelt. Dass N N U mehr als ein Element besitzt, ist wegen |U| = 2 nur moglich, wenn U in N enthalten
ist. In diesem Fall wéren die Elemente von U mit den Elementen aus N vertauschbar, denn als zyklische Gruppe ist N
abelsch, siehe Folgerung[2.10] (ii). An der Darstellung der Elemente p, und 7, lasst sich aber leicht ablesen, dass das
Produkt 7,0 p, © 7;1 = T,0p, 0T, die Zahl 1 auf n und k auf k —1 abbildet, fiir 2 < k < n (wobei die Fille, dass n
gerade bzw. ungerade ist, unterschieden werden miissen). Es gilt also 7,0 p,, © 7;1 = p;l, was zu T, 0 p, = p;l 0T,




dquivalent ist. Die Gleichung 7,0p,, = p,, o7, wére dann gleichbedeutend mit p,, = p;l, was aber wegen ord(p,,) > 2
nicht der Fall ist. Also gilt tatsdchlich |[NU| = 2n.

Nun zeigen wir noch, dass D,, mit NU {ibereinstimmt. Offenbar ist NU in D,, enthalten, denn mit p, und 7, enthalt D,
auch alle Produkte, die mit p,, und 7, gebildet werden kénnen. Es geniigt nun zu zeigen, dass NU eine Untergruppe
von D, (und somit auch von S,) ist, denn NU enthilt p,, und 7,, und D,, ist nach Definition die kleinste Untergruppe
mit dieser Eigenschaft. Das Neutralelement ist wegen pgrg = id jedenfalls in NU enthalten. Seien nun 0,0, € NU

vorgegeben. Dann gibt es a,c € {0,...,n—1} und b,d € {0,1} mit o, = p?t° und o, = p¢79. Ist b = 0, dann

a+ch 1

sind 0105 = pp"“7; und 0 = p_“ offenbar wiederum in NU enthalten. Im Fall b = 1 bemerken wir, dass aus der
Gleichung 7,0 p, 0 T;l = p;l von oben durch vollstiandige Induktion unmittelbar 7,0 p; = p Vo7, fiirallev € N
folgt. Auf Grund der endlichen Ordnung von p,, ist die Gleichung sogar fiir alle v € Z giiltig. Es gilt nun

-1 _ a -1 _ - — — — a —
0, - (pnOTn) = T, °P, - Tnopn - pnoTn = 01

also 07! € NU. Auch das Element 0, o 0, ist wegen

0,00, = psoTnopsng = pzop;bornorg = pz_bOTZH
im Komplexprodukt NU enthalten. Also ist NU tatséchlich eine Untergruppe von D,,. m|

Definition 5.7 Sei G eine Gruppe, und seien U, N Untergruppen von G. Wir bezeichnen G als
inneres direktes Produktvon U und N, wenn U und N beides Normalteiler von G sind und G =
UN sowie UNN = {e} gilt. Ist lediglich N eine Normalteiler von G, aber nicht notwendigerweise
die Untergruppe U, dann spricht man von einem inneren semidirekten Produkt.

Die inneren semidirekten Produkte werden wir erst spéter genauer untersuchen. Die wesentliche Motivation fiir die
Einfithrung der inneren direkten Produkte besteht in der Verbindung zu den duf3eren direkten Produkten der Form
G x H, die wir bereits in § 1 definiert haben.

Proposition 5.8 Sei G eine Gruppe und inneres direktes Produkt ihrer Untergruppen U und
N.Dann gilt G=U x N.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass fiir alle u € U und n € N die Gleichung un = nu erfiillt ist. Wir beweisen
die dquivalente Gleichung unu™n™! = e. Weil N ein Normalteiler von G ist, gilt unu™* € N, und somit liegt auch

nun~'n~! in N. Andererseits ist auch U ein Normalteiler von G. Es folgt nu*n™! € U und unu'n"! € U. Insgesamt

gilt also unu™'n"! € UNN = {e}, also unu'n"! =e.

Nun zeigen wir, dass durch die Abbildung ¢ : U x N — G, (u,n) — un ein Isomorphismus von Gruppen definiert
ist. Zum Nachweis der Homomorphismus-Eigenschaft seien (u;, n), (uy, n,) € U X N vorgegeben. Durch Anwendung
der zu Beginn bewiesenen Gleichung u;n, = nyu; erhalten wir

P(uy,ny)p(ug,ny) = (ugny)(ugny) = wy(muy)ny, = wy(ugngdng, =

(Wu)(mny) = Pwuy, mny) = d((ug,ny)(uy, ny)).
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Jedes g € G kann als Produkt g = un mit u € U und n € N dargestellt werden. Dies beweist die Surjektivitidt von ¢,
und die Eindeutigkeit der Darstellung folgt direkt aus Teil (i) von Lemma m|

Wir bemerken noch, dass die Bijektivitit der Abbildung U x N — UN, (u, n) — un auch dann noch gegeben ist, wenn
U und N nur Untergruppen, aber keine Normalteiler von G sind. Auch dies ist eine direkte Folgerung aus Teil (i) von
Lemmal5.5] Sind U und N insbesondere endliche Untergruppen von G mit UNN = {e}, dann gilt also [UN| = |U|-|N]|.

Sei G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler. Existiert ein weiterer Normalteiler U von G mit G = NU und
N NU = {eg}, dann kann, wie wir soeben gesehen haben, die Gruppe G in die Bestandteile N und U ,zerlegt“
werden. Aber auch, wenn ein solcher Normalteiler U nicht existiert, ist eine Zur{ickfithrung der Struktur von G auf
»einfachere“ Bestandteile moglich. Hier kommen die sog. Faktorgruppen ins Spiel.

Sei G eine Gruppe. Bereits in § 4 haben wir fiir eine beliebige Untergruppe U die Menge G/U = {gU | g € G} der
Linksnebenklassen eingefiihrt. Da es fiir das Verstdndnis des restlichen Abschnitts eine wichtige Rolle spielt, weisen
wir noch einmal darauf hin, dass fiir beliebige Elemente g,h € G die Identitit gU = hU dquivalent zu g~ 'h € U oder
(gleichbedeutend) zu h™'g € U ist, aber keineswegs g = h impliziert!

Proposition 5.9 Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann gibt es auf der Menge
G/N eine eindeutig bestimmte Verkniipfung - mit der Eigenschaft

(gN)-(hN) = (gh)N firalle g,hegG.

Beweis: Dies erhdlt man unmittelbar durch Anwendung von Satz (ii) auf die Relation =, gegeben durch
g=, 4 © g’ €gN firalle g,g’ € G und auf die Abbildung G x G — G/N, (g,h) — (gh)N. Die Voraussetzungen
des Satzes sind erfiillt, denn sind g, g’,h,h’ € G mit g =, g’ und h =, h’ vorgegeben, dann gibt es Element n;,n, € N
mit g’ = gn, und h’ = hn,. Auf Grund der Normalteiler-Eigenschaft ist n’ = h™'n;h in N enthalten. Stellen wir diese
Gleichung zu n;h = hn’ um, so erhalten wir g’h’ = (gn;)(hn,) = (gh)n’n, € (gh)N und somit g’h’ =, gh. O

Man kann iibrigens zeigen, dass fiir eine beliebige Untergruppe U die Existenz einer Verkniipfung - auf der Menge
G/U mit (gU) - (hU) = (gh)U aquivalent zur Normalteiler-Eigenschaft von U ist. Den Beweis dieser Aussage sehen
wir uns in den Ubungen an.

Um die soeben bewiesene Proposition zu illustrieren, betrachten wir als Beispiel die Gruppe G = S5 und die Unter-
gruppe N = ((1 2 3)). Dann besteht die Menge G/N der Linksnebenklassen aus den beiden Elementen

idN=1{id,(123),(132)} , (12N={(12),(12)(123),(12)(132)}={(12),(23),(13)}.

Wegen (G : N) =2 ist N ein Normalteiler von G. Fiir die soeben definierte Verkniipfung - auf G/N gilt beispielsweise
(dN)-(12)N)=((do(1 2))N = (1 2)N und ((1 2)N)-((1 2)N) = ((1 2) o (1 2)) = id N. Insgesamt ist die
Verkniipfungstabelle von - gegeben durch

| - | idn [a2n|
idN idN [ (12)N
Q2N [[Q2N | dN

Stellt man die Nebenklasse (1 2)N durch andere Représentanten dar, so liefert die Verkniipfung - dennoch dassel-
be Ergebnis. Beispielsweise gilt (1 2)N = (2 3)N = (1 3)N, und man erhélt entsprechend ((2 3)N) - ((1 3)N) =
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((23)o(13))N = (1 23)N = N. Als néchstes zeigen wir nun, dass die Verkniipfung - auf der Menge G/N eine
Gruppenstruktur definiert.

Satz 5.10 Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Dann ist die Menge G/N der Linksne-
benklassen mit der Verkniipfung gN - hN = (gh)N eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe
von G modulo N. Die Abbildung 7y : G — G/N, g — gN ist ein Epimorphismus von Gruppen,
der sog. kanonische Epimorphismus.

Beweis: Wir miissen fiir die gegebene Verkniipfung die Gruppenaxiome iiberpriifen. Zum Nachweis der Assoziativitét
seien g1, &,, 83 € G vorgegeben. Dann gilt

(81N -gN)-gsN = (£182)N-gN = ((£182)83)N = (g1(8283))N =
glN-(gzgg)N = g1N'(82N'g3N)-

Die Nebenklasse € = e;N = N iibernimmt die Rolle des Neutralelements, denn fiir alle g € G gilt gN-ecN = (geg)N =
gN und egN-gN = (e;g)N = gN. AuBerdem gilt gN-g 'N = (gg ')N = egN = ¢ und ebenso g 'N-gN = e;N =,
also ist g7'N das zu gN inverse Element in G/N.

Uberpriifen wir nun die angegebenen Eigenschaften der Abbildung . Fiir alle g, g’ € G gilt my(gg’) = (gg’)N =
(gN)(g'N) = my(g)my(g’). Somit ist 7ty ein Homomorphismus. Ist gN € G/N vorgegeben, dann gilt 7, (g) = gN.
Also ist 7y surjektiv. m|

Wie wir bereits wissen, sind Homomorphismen nicht nur mit der Gruppenverkniipfung, sondern auch mit der Po-
tenzierung von Elementen vertriglich. Damit konnen wir eine naheliegende Potenzierungsregel fiir Elemente in
Faktorgruppen herleiten: Fiir g € G und n € Z gilt (gN)" = ny(g)" = my(g™) = (g")N.

Ein wichtiges Beispiel fiir Faktorgruppen sind die bereits bekannten Restklassengruppen. Sei G = (Z,+), n € IN und
U = (n) = nZ. Dann sind die Elemente von G/U = Z/nZ die schon zuvor erwahnten Restklassen der Form a+nZ mit
a € Z. Der Einfachheit halber schreibt man héufig a fiir das Element a +nZ, dass die Zahl n aus dem Zusammenhang
heraus klar ist. Fiir a, b € Z gilt a +nZ = b + n’Z jeweils genau dann, wenn b —a € nZ oder a— b € nZ gilt. Daraus
folgt

Z/nZ = {r+nZ|0<r<n}.

Die Inklusion ,,C*“ ist nach Definition von Z/nZ offensichtlich. Ist umgekehrt a + nZ € Z/n’Z vorgegeben, mit a € 7Z,
dann erhilt man durch Division mit Rest ganze Zahlen g,r mit 0 < r < nund a =gn+r. Esistdann a—r = qn € nZ
und folglich a+nZ = r +nZ. Wir bemerken noch, dass (Z/nZ, +) eine zyklische Gruppe ist und vom Element 1+nZ
erzeugt wird. Dies erkennt man an der Gleichung

a+nZ = (a-1)+nZ = a-(1+n%Z) fiir beliebiges a € Z.

Fiir 1 < a < n gilt namlich a ¢ nZ und somit a - (1 + nZ) # 0 + nZ. Andererseits gilt n- (1 + nZ) = 0 + Z. Somit ist
1+ nZ ein Element der Ordnung n, dass die gesamte Gruppe Z/nZ erzeugt. Wir bemerken noch, dass jede zyklische
Grupper der Ordnung n isomorph zu (Z/nZ,+) ist. Dies ergibt sich unmittelbar aus Folgerung

Fiir viele Anwendungen ist es niitzlich, Faktorgruppen mit anderen, moglicherweise ,natiirlicher erscheinenden
Gruppen zu identifizieren. Das zentrale Hilfsmittel dazu ist der Homomorphiesatz, dem wir uns nun zuwenden.
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Proposition 5.11 Sei ¢ : G — H ein Gruppen-Homomorphismus und N < G ein Normalteiler
mit N C ker(¢). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢ : G/N — H mit

$(gN) = ¢(g) fiir alle g € G.

Man nennt ¢ den durch ¢ induzierten Homomorphismus.

Beweis: Die Eindeutigkeit von ¢ ist klar, weil durch die Gleichung die Bilder aller Elemente von G/N festgelegt sind.
Zum Beweis der Existenz wenden wir wiederum Satz[4.10] an, diesmal Teil (i). Demnach geniigt es zu zeigen, dass
fiir alle g, g’ € G mit g =, g’ jeweils ¢ (g) = g’ gilt. Aber dies ist der Fall, denn g =, g’ ist nach Definition dquivalent
zu g’ € gN, was wiederum mit (g’)"'g € N gleichbedeutend ist. Wegen N C ker(¢) folgt daraus ¢(g') ¢ (g) =

$((g')"'g) = ey und somit ¢(g) = ¢(g").

Nun iiberpriifen wir noch, dass ¢ ein Homomorphismus ist. Seien g, h € G/N und g,h € G mit § = gN und h = hN.
Dann gilt

¢(Gh) = ¢((eN)N)) = ¢((ghIN) = ¢(gh) = o(ge() =
P(gNI$(N) = ¢(2)(h). m

Satz 5.12 (Homomorphiesatz fiir Gruppen)

Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann induziert ¢ einen Isomorphismus

¢ : G/ker(¢) — im(¢).

Ist der Homomorphismus ¢ surjektiv, dann erhélt man also einen Isomorphismus G /ker(¢) = H.

Beweis: Nach Satz (iii) ist N = ker(¢) ein Normalteiler von G. Anwendung von Proposition auf diesen
Normalteiler liefert einen von ¢ induzierten Homomorphismus ¢ : G/N — H. Auf Grund der Gleichung ¢(gN) =
¢(g) fiir alle g € G stimmen im(¢) und im(¢) iiberein. Wir kénnen ¢ somit als surjektiven Homomorphismus
G/N — im(¢) auffassen. Zusitzlich ist ¢ injektiv. Ist namlich g € ker(¢), dann gilt ¢(g) = $(g) = ey. Es folgt
g €ker(¢), also g € N, und damit ist § = gN = e;N = & das Neutralelement in G/N. Es gilt also ker(¢) = {€}. Nach
Proposition folgt daraus die Injektivitit von ¢. m|

Wir betrachten nun eine Reihe von Anwendungsbeispielen fiir den Homomorphiesatz.

(i) Sei G eine Gruppe und ¢ : G — {e;} gegeben durch g — e; fiir alle g € G. Dann ist im = {eg}, und ¢
induziert einen Isomorphismus G/G = {e;}.

(ii) Die identische Abbildung id; : G — G hat den Kern {e;} und die gesamte Gruppe G als Bild. Sie induziert also
einen Isomorphismus G/{e;} = G.

(iii) Sei K ein Korper und n € IN. Der Determinanten-Homomorphismus det : GL,(K) — K™ besitzt, wie wir in
82 gesehen haben, die Gruppe SL,(K) als Kern. AuBerdem ist sie surjektiv, denn fiir jedes a € K* gibt es
eine invertierbare Matrix mit Determinante a, beispielsweise die Diagonalmatrix mit den Eintrdgen a, 1, ..., 1.
Somit liefert der Homomorphiesatz einen Isomorphismus GL,(K)/SL,(K) = K*.
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(iv) Die Signumsfunktion sgn : S,, — {£1} hat als Kern die Untergruppe A, = {0 € S, | sgn(c) = 1}, die bereits aus
der Linearen Algebra bekannte alternierende Gruppe. Aullerdem ist sie fiir n > 2 surjektiv, wegen sgn(id) =1
und sgn((1 2)) = —1. Also induziert sgn einen Isomorphismus S, /A, = {+1}.

Eine wichtige Anwendung der Faktorgruppen besteht darin, dass sie in vielen Fillen das Studium der Untergruppen
einer Gruppe G vereinfachen. Ist ndmlich N < G, dann korrespondieren die Untergruppen von G/N, wie wir gleich
sehen werden, zu bestimmten Untergruppen der Gruppe G. Dies ist der Inhalt des Korrespondenzsatzes, den wir als
néchstes beweisen werden. Da G/N in der Regel eine einfachere Struktur als G besitzt, lassen sich die Untergruppen
dort im allgemeinen leichter bestimmen.

Proposition 5.13 Sei G eine Gruppe, N < G ein Normalteiler und 7ty : G — G/N der kanoni-
sche Epimorphismus.

(i) Ist U eine Untergruppe von G, dann gilt 75! (7 (U)) = UN.

(i) Ist U eine Untergrupe von G/N, dann gilt y (7' (U)) =U.

Beweis: zu (i) Sei g € ngl(nN(U)). Dann liegt 7, (g) in 7y (U), es gibt also ein u € U mit nty(g) = my(u). Fir
das Element n = u™'g gilt nN = my(n) = ny(u)'ny(g) = € = N, also ist nN = N und insbesondere n € N. Es
folgt g = un € UN. Ist umgekehrt g € UN, dann gibt es Elemente u € U und n € N mit g = un. Wir erhalten
N (g) = iy (un) = my (W)t (n) = my(u)e = my(u), und es folgt g € n;,l(nN(U)).

zu (i) Die Inklusion nN(ﬂ:;,l(U)) C U folgt unmittelbar aus der Definition von Bild- und Urbildmenge. Fiir die
umgekehrte Inklusion sei § € U vorgegeben und ¢ € G mit gN = g. Dann gilt ny(g) = g und somit g € n;,l(l_] )
nach Definition der Urbildmenge 7! (U). Es folgt § = my(g) € my(my (D). 0

Satz 5.14 (Korrespondengzsatz fiir Gruppen)

Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler, G = G/N und 7y : G — G der kanonische Epimorphis-
mus. Ferner sei ¢4 die Menge der Untergruppen von G und ¥ die Menge der Untergruppen U
von G mit U 2 N. Dann sind die beiden Abbildungen

Yy — 9, U ny(U) und Y— Y, U—mn,'(0)

bijektiv und zueinander invers. Auerdem gilt:
(i) Fir U,V € 9y gilt U C V genau dann, wenn 7y (U) € 7y (V) erfiillt ist.
(i) Genau dann ist U € 9y ein Normalteiler von G, wenn 7, (U) ein Normalteiler von G ist.

(iii) Ist U € ¥y von endlichem Index in G und U = 7y (U), dann gilt (G : U) = (G : U).

Beweis: Sei U € 9y, also eine Untergruppe von G mit U 2 N. Dann gilt 7r,'(ny(U)) = UN = NU = U, wobei wir
im ersten Schritt Proposition (i), im zweiten Lemma (i) und im dritten Lemma (i) verwendet haben.
Umgekehrt liefert Teil (ii) von Proposition die Gleichung my (' (U)) = U fiir alle Untergruppen U von G.




zu (i) Seien U,V € ¥, mit U C V. Dann gilt offenbar 7ty (U) C 7y (V). Ist umgekehrt 7ty (U) C 7y (V) vorausgesetzt,
dann folgt U = n ' (y (U)) € iyt (ny (V) = V.

zu (ii) Weil der kanonische Homomorphismus 7 surjektiv ist, folgen ,,=* bzw. ,,<* aus Satz (iv) bzw. (iii).

zu (iii) Wir zeigen, dass durch gU — n;,l(gU) eine Bijektion zwischen den Linksnebenklassen von U und den
Linksnebenklassen von U gegeben ist. Sei § € G und g € G ein Element mit 75 (g) = g. Dann gilt gU = n;l(gU). Ist
ndmlich gu € gU mit u € U vorgegeben, dann folgt 7, (gu) = my(g)my(w) = g7y (1) € gU und somit gu € ng,l(gU).
Ist umgekehrt h € 7' (gU) vorgegeben, dann folgt mty(h) € gU, also my(h) = gi fiir ein & € U. Bezeichnet u € U
ein Urbild von i, dann gilt also AN = guN. Es gibt also ein n € N mit h = gun, und wegen U 2 N folgt h € gU.

Es ist unmittelbar klar, dass die Zuordnung surjektiv ist, denn jede Nebenklasse von U hat die Form gU mit einem
g € G, und folglich ist gU = n;,l (gU) mit g = my(g). Auch die Injektivitit ist offensichtlich. Sind namlich g,U
und g,U zwei verschiedene Nebenklassen in G/U, dann sind sie als Teilmengen von G disjunkt. Die Urbildmengen
ng,l(gl U) und n;,l(gz U) miissen dann erst recht disjunkt sein, und insbesondere voneinander verschieden. O

Wir verwenden nun den Korrespondenzsatz fiir Gruppen, um alle Untergruppen von (Z,+) zu bestimmen, die die
Untergruppe (44) enthalten. Sei 744y : Z — Z/447 der kanonische Epimorphismus. Die Gruppe (Z/447Z, +) istei-
ne zyklische Gruppe der Ordnung 44. Durch Satz haben wir eine vollstdndige Beschreibung der Untergruppen
von (Z/447,+) zur Verfiigung: Zu jedem Teiler der Gruppenordnung 44 gibt es eine eindeutig bestimmte Unter-
gruppe, und diese werden erzeugt durch gewisse Potenzen des Erzeugers 1von Z/447. Die vollstindige Liste der
Untergruppen ist also gegeben durch

(1), (2), (@), (11), (22), (44) ={0}.

Der Korrespondenzsatz besagt nun, dass es korrespondierend zu diesen sechs Untergruppen von Z/447. genau sechs
Untergruppen von (Z,+) gibt, die (44) enthalten. Offenbar ist (44) in {(a) enthalten fiir die Zahlen a € {1,2,4,11,
22,44}, denn jedes ganzzahlige Vielfache von 44 ist auch ein Vielfaches von a fiir jede Zahl a in dieser Menge. Der
Korrespondenzsatz liefert uns die Information, dass es keine weiteren Untergruppen U von (Z,+) mit U 2 (44) gibt.

Auch die folgenden beiden Satze, mit denen wir dieses Kapitel abschlieen, erweisen sich beim Umgang mit Faktor-
gruppen immer wieder als niitzlich.

Satz 5.15 (Isomorphiesdtze)
Sei G eine Gruppe, N < G und U eine Untergruppe von G.

(i) Dannist N N U ein Normalteiler von U, und es gilt U/(NNU) = (UN)/N.
(ii) Istauch U < G und gilt U O N, dann gilt G/U = (G/N)/(U/N).

Beweis: zu (i) Zunichst bemerken wir, dass UN nach Lemma [5.5| eine Untergruppe von G ist, und aus N < G
folgt N < UN. Wir wenden nun den Homomorphiesatz, Satz an auf den Homomorphismus ¢ : U — (UN)/N,
u — uN der durch Komposition der Inklusionsabbildung U < G mit dem kanonischen Epimorphismus ), zu Stande
kommt. Diese Abbildung ist surjektiv, denn jedes Element in (UN)/N hat die Form (un)N mitu € U und n € N.
Wegen u*(un) = n € N gilt (un)N = uN, und es folgt ¢ (u) = uN = (un)N. Der Kern von ¢ ist genau die Untergrupe
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N N U, denn fiir alle u € U gilt die Aquivalenz
ueker(¢p) & ¢(u)=N <& uN=N & ueN & ueNNU.

Also liefert der Homomorphiesatz tatsdchlich den angegebenen Isomorphismus.

zu (ii) Nach Definition gilt U/N = 75 (U) mit dem kanonischen Epimorphismus 7y : G —» G/N. Aus U < G und
Satz (iv) folgt somit, dass U/N ein Normalteiler von G/N ist. Wir wenden nun den Homomorphiesatz auf die
Abbildung vy : G —» (G/N)/(U/N), g — gN(U/N) an, die durch Hintereinanderschaltung der beiden Epimorphismen
7y und 7y y zu Stande kommt. Als Komposition zweier Epimorphismen ist auch v ein Epimorphismus. Damit der
Homomorphiesatz das gewiinschte Ergebnis liefert, miissen wir noch zeigen, dass ker(vy) = U gilt. Tatsachlich gilt
fiir alle g € G die Aquivalenz

geker(y) & Y(g)=U/N < gN{U/N)=U/N < gNeU/N & FJueU:gN=uN &

UDN
JueU:g'ueN < 3JueUneN:glu=n < 3JueUneN:g=un! & geU. O

In Teil (ii) von Satz werden tatsdchlich Faktorgruppen von Faktorgruppen gebildet, ein auf den ersten Blick
etwas unanschaulicher Vorgang. Wir illustrieren diese Aussage deshalb anhand eines Beispiels. Sei G = (Z, +). Weil
G abelsch ist, sind die Untergruppen N = (6) und U = (2) Normalteiler von G, und wegen 6 =3-2 € U gilt N C U.
Das Bild von U unter dem kanonischen Epimorphismus besteht aus allen Vielfachen von 2 = 2 + 6Z, ist also durch
(2) = {0,2,4} gegeben. Der zweite Isomorphiesatz liefert uns somit

7/27Z = G/U = (G/N)/(U/N) = (Z/6Z)/(2).

Nach demselben Schema zeigt man leicht: Sind m,n € IN und ist m ein Teiler von n, dann gilt Z/mZ = (Z/nZ.)/{m),
mit m =m+ nZ.




§ 6. Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Zusammenfassung. Indiesem Kapitel werden wir mit Hilfe der bisher entwickelten theoretischen Werkzeuge
alle endlich erzeugten abelschen Gruppen bis auf Isomorphie bestimmen. Genauer zeigen wir, dass jede solche
Gruppe isomorph zu einem dufleren direkten Produkt von (unendlichen und endlichen) zyklischen Gruppe ist.
Insbesondere kénnen wir dann fiir jedes n € IN eine endliche Liste Gy, ..., G, von Gruppen angeben, so dass
jede abelsche Gruppe der Ordnung n zu einem der G; isomorph ist. Dies wird am Ende des Kapitels fiir die
Zahl n = 100 exemplarisch vorgefiihrt.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Torsionsuntergruppe Tor(G) (G abelsche Gruppe) - Zerlegung Z" x Tor(G) endlich erzeugter abelscher

. . Gruppen in einen freien Anteil und einen Torsions-

— m-Torsionsuntergruppe G[m], fiir m € N .

anteil

— torsionsfreie und freie endlich erzeugte _ Endlichkeit von Tor(G) fiir solche Gruppen
abelsche Gruppen

— Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist iso-

morph zu einem direkten Produkt zyklischer Grup-

pen.

— Chinesischer Restsatz:
7./](mn)Z7Z./mZ. x Z./nZ, falls ggT(m,n) =1

In § 2 haben wir eine Gruppe G als endlich erzeugt bezeichnet, wenn eine endliche Teilmenge S C G mit G = (S)
existiert. Im weiteren Verlauf werden wir wiederholt auf die folgende Hilfsaussage zuriickgreifen.

Lemma 6.1 Seien G,H beliebige Gruppen. Ist G endlich erzeugt und existiert ein surjektiver
Homomorphismus ¢ : G — H, dann ist auch H endlich erzeugt.

Beweis: Sei S ={gy, ..., g,} ein endliches Erzeugendensystem von G. Wir zeigen, dass ¢ (S) = {¢(g1), ..., ¢(g,)} ein
Erzeugendensystem von H ist. Sei dazu U eine beliebige Untergruppe von H, die ¢(S) enthalt. Zu zeigen ist U = H.
Nun ist ¢~!(U) nach Proposition eine Untergruppe von G, und diese enthélt S als Teilmenge. Wegen G = (S)
folgt ¢ ~1(U) = G. Aber daraus ergibt sich direkt U = H. Ist namlich h € H, dann existiert auf Grund der Surjektivitit
von ¢ ein g € G mit ¢(g) = h. Dieses ist zugleich in ¢ *(U) enthalten, und daraus folgt h = ¢(g) € U. |

Von nun an sind alle in diesem Kapitel vorkommenden Gruppen abelsch und werden in additiver Schreibweise darge-
stellt. Fiir das Komplexprodukt zweier Teilmengen A, B einer Gruppe G verwenden wir entsprechend die Schreibweise
A + B statt AB. Eine wichtige Rolle wird in diesem Kapitel das innere direkte Produkt aus § 5 spielen, weshalb wir
auch hierfiir eine Notation einfiihren: Wir schreiben G = U @ V, wenn U und V Untergruppen von (G, +) sind und G
ein inneres direktes Produkt von U und V ist. Diese Schreibweise ist nur bei abelschen Gruppen {iiblich. Sie erinnert
an die Notation fiir die direkte Summen von Untervektorrdumen eines K-Vektorraums V. Tatsdchlich werden wir in
diesem Kapitel stellenweise den Vektorraum-Begriff zu Hilfe nehmen.




Definition 6.2 Sei G eine abelsche Gruppe und m € IN.

(1) Man nennt G[m] = {g € G | mg = 05} die m-Torsionsuntergruppe von G.

(i) Die Teilmenge Tor(G) = | J, oy G[n] wird die Torsionsuntergruppe von G genannt.

Man {berpriift leicht, dass sowohl G[m] fiir jedes m € IN als auch Tor(G) tatsichlich Untergruppen von G sind.
Denn offenbar ist 0, sowohl in G[m] als auch in Tor(G) enthalten. Seien nun g,h € G[m] vorgegeben. Dann gilt
mg = mh = O, und es folgt m(g + h) = mg + mh = O; + 0; = 0; und m(—g) = —(mg) = —0; = O¢. Dies
zeigt, dass auch g +h und —g in G[m] liegen. Also ist G[m] tatséchlich eine Untergruppe von G. Zum Nachweis der
Untergruppen-Eigenschaft von Tor(G) seien nun g,h € Tor(G). Dann gibt es nach Definition m,n € IN mit g € G[m]
und h € G[n], also mg = 05 und nh = 04. Es folgt (mn)g = n(mg) = n0g = 05 und (mn)h = m(nh) = mOg = Og,
also g,h € G[mn]. Wie soeben gezeigt, sind damit auch g + h und —g in G[mn] enthalten, und damit erst recht in
Tor(G). Also ist auch Tor(G) eine Untergruppe von G. Man beachte aber, dass fiir eine nicht-abelsche Gruppe G die
Teilmenge {g € G | g™ = e;} im Allgemeinen keine Untergruppe von G ist!

Definition 6.3 Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

(i) Wir bezeichnen G als torsionsfrei, wenn Tor(G) = {05} gilt.

(ii) Die Gruppe G ist frei, wenn fiir ein r € IN, ein Isomorphismus zwischen G und (7", +)
existiert, wobei Z° = {0} gesetzt wird.

Wie man unmittelbar {iberpriift, ist jede freie endlich erzeugte abelsche Gruppe auch torsionsfrei. Unser erstes Ziel
in diesem Abschnitt ist der Nachweis, dass jede endlich erzeugte abelsche Gruppe als duf3eres direktes Produkt einer
freien endlich erzeugten abelschen Gruppe und einer endlichen abelschen Gruppe dargestellt werden kann.

Proposition 6.4

(i) Jede Untergruppe einer freien endlich erzeugten abelschen Gruppe ist eine freie endlich
erzeugte abelsche Gruppe.

(i) Jede torsionsfreie endlich erzeugte abelsche Grupe ist frei.

Beweis: zu (i) Zundchst beweisen wir durch vollstdndige Induktion {iber n € IN,, dass fiir jedes solche n jede
Untergruppe von Z" eine freie endlich erzeugte abelsche Gruppe ist. Fiir n = 0 ist Z" = {0} trivial und die Aussage
somit offensichtlich. Fiir n = 1 kénnen wir Satz[3.6|anwenden, weil (Z, +) zyklisch ist. Jede Untergruppe von (Z, +)
ist demnach stimmt demnach mit mZ. fiir ein m € IN,, {iberein, ist also selbst entweder unendlich zyklisch oder trivial,
also isomorph zu Z° oder Z!.

Seinun n > 1 und U eine Untergruppe von (Z"*!,+). Es sei 7 : Z"*! — 7. die Projektionsabbildung 7(ay, ..., a,.1) =
an4; auf die letzte Komponente. Dann ist 7(U) eine Untergruppe von Z und somit, wie soeben gezeigt, gleich mZ
fiir ein m € INy und isomorph zu Z* mit t € {0, 1}. Nach Definition gilt ker(rt) = Z" x {0} = Z", also ist ker(7|;) =




ker(7) N U isomorph zu einer Untergruppe von Z". Nach Induktionsvoraussetzung ist ker(7|,) ebenfalls eine freie
endlich erzeugte abelsche Gruppe und somit isomorph zu Z" fiir ein r € IN,. Wenn wir zeigen konnen, dass U =
ker(7|y) x ©(U) gilt, dann folgt U = Z" x Z' = Z"*". Somit wire U dann auch eine freie endlich erzeugte abelsche
Gruppe.

Sei v € U ein Element mit t(v) = m, wobei wir v = Oy im Fall m = 0 setzen. Dann bildet 7 offenbar die
Gruppe (v) isomorph auf n(U) = mZ ab. Wie wir gleich sehen werden, gilt U = ker(7|;;) @ (v). Nach Proposition
folgt daraus U = ker(7|y) x (v) = ker(n|y) x n(U), so dass der Induktionssschritt damit abgeschlossen ist.
Zunichst einmal sind ker(7t|;) und (v) als Untergruppen der abelschen Gruppe U Normalteiler von U. Aufferdem gilt
ker(7t|y) N {(v) = {04 }. Ist ndmlich w ein Element im Durchschnitt, dann gilt w = kv fiir ein k € Z. Dar{iber hinaus
gilt km = kn(v) = n(kv) = (7| )(w) = 0 und somit m = 0.1 oder k = 0. In beiden Féllen ist w = kv = Oy erfiillt.
Fiir den Nachweis von U = ker(7t|; )+ (v) stellen wir zunéchst fest, dass ,,2“ wegen ker(7t|;) € U und v € U offenbar
erfiillt ist. Zum Beweis von ,,C“ sei w € U vorgegeben. Wegen ©(U) = mZ gilt w(w) = km fiir ein k € Z. Setzen wir
nun w’ = w—kv, dann erhalten wir w = w’ + kv mit kv € (v) und (t|,)(w') = n(w') = n(w)—kn(v) = km—km =0,
also w’ € ker(7|y;). Damit ist w € ker(7|;;) + (v) nachgewiesen.

Sei nun G eine beliebige endlich erzeugte freie abelsche Gruppe und U eine Untergruppe von G. Dann existiert ein
n € N, und ein Isomorphismus ¢ : G — Z". Weil ©(U) eine Untergruppe von Z" ist, gilt (wie soeben gezeigt)
n(U) £ 77 fiir ein r € IN,,. Es folgt U = n(U) = 77, also ist auch U eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe.

zu (ii) Sei G eine torsionsfreie endlich erzeugte abelsche Gruppe. Weiter sei S ein endliches Erzeugendensystem
und T = {g4,...,&,} € S eine maximale Teilmenge von S mit der Eigenschaft, dass die Abbildung ¢ : Z" — G,
(aj,...,a,) — a; g1 + ... + a,g, injektiv ist. Dann ist die Untergruppe U = (T) von G frei, denn als Abbildung Z" — U
ist ¢ auch surjektiv, die Gruppe U also isomorph zu Z".

Nun sei g € S\ T ein beliebiges Element. Auf Grund der Torsionsfreiheit gilt ag # O, fiir alle a € Z, a # 0. Wegen der
Maximalitédt von T finden wir aber einen Satz (a, a, ..., a,,) ganzer Zahlen mit ag +a; g; +... +a,g, = 0; und a # 0,
a; #O0fiireini € {1,...,n}. Wegen ag = —a; g, —...—a,g, ist dann ag in U enthalten. Auf diese Weise erhalten wir fiir
jedes g € Seina, € Z mitayg € U, wobei wir im Fall g € T jeweils a, = 1 setzen konnen. Weil S endlich ist, kénnen
wir das kleinste gemeinsame Vielfache dieser Zahlen bilden und finden so ein a € IN mit aS C U. Wegen G = (S) gilt
dann auch aG C U. Nunist ¢ : G — G, g — ag ein (auf Grund der Torsionsfreiheit) injektiver Homomorphismus,
dessen Bild ¢(G) in der freien abelschen Gruppe U enthalten ist. Nach Teil (i) ist G = 1)(G) damit selbst eine freie,
endlich erzeugte abelsche Gruppe. |

Satz 6.5 Ist G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe, dann gibt es ein r € IN, mit G = Z" x
Tor(G). Dariiber hinaus ist Tor(G) eine endliche abelsche Gruppe.

Beweis: Zunéichst bemerken wir, dass die Faktorgruppe G/Tor(G) eine torsionsfreie endlich erzeugte abelsche Gruppe
ist. Zum Beweis sei g € Tor(G/Tor(G)) vorgegeben, mit g = g + Tor(G) fiir ein g € G. Dann gilt mg = 0 /1or() flir
ein m € IN. Es folgt mg + Tor(G) = m(g + Tor(G)) = mg = O 1or(G) = Og + Tor(G) und somit mg € Tor(G). Daraus
wiederum folgt, dass ein n € IN mit (nm)g = n(mg) = 0 existiert. Aber damit ist auch g in Tor(G) enthalten und
& = g +Tor(G) = 0+ Tor(G) = Og,1or(c)- Insgesamt haben wir Tor(G/Tor(G)) = {0 1or(c)}, also die Torsionsfreiheit
der Gruppe G/Tor(G), nachgewiesen.




Weil G/Tor(G) torsionsfrei ist, gilt G/Tor(G) = Z' fiir ein r € Ny, nach Proposition (ii). Sei ¢ die Komposition des
kanonischen Epimorphismus G — G/Tor(G) mit diesem Isomorphismus, seien vy, ..., v, Urbilder der Einheitsvektoren
e1,...,e, € Z" unter ¢, und sei U = (vy, ..., v,.). Wir zeigen, dass G = U & Tor(G) gilt. Weil G abelsch und U und Tor(G)
Untergruppen von G sind, handelt es sich um Normalteiler. Zum Nachweis von U N Tor(G) = {0} sei g ein Element
im Durchschnitt. Wegen g € Tor(G) gilt mg = O, fiir ein m € IN. Wegen g € U gibt es aullerdem kg, ..., k, € Z mit
g = kyv; + ...+ k,v,. Es folgt mg = mk,v; + ... + mk,v, und 05 = ¢p(mg) = mk,e; + ... + mk.e, = (mky, ..., mk,.).
Es gilt also mk; = 0 und somit auch k; = 0 fiir 1 < i < r, und dies wiederum bedeutet g = 0. Fiir den Nachweis
von G = U + Tor(G) sei g € G vorgegeben. Sei (ky,...,k.) = ¢(g), h = kyv; + ... + k,v, und g’ = g —h. Dann ist
g=¢g +h heUund ¢(g') = ¢(g)— ¢(h) = (ky, ...k, ) — (ky,...,k,) = Oy, also g’ € ker(¢). Aber der Kern von
¢ stimmt mit dem Kern des kanonischen Epimorphismus G — G/Tor(G) iiberein, und dies ist Tor(G). Also ist g’ in
Tor(G) enthalten. Also liegt g =h + g’ in U + Tor(G).

Insgesamt ist G = U + Tor(G) damit nachgewiesen. Mit Proposition [5.8|erhalten wir G = U x Tor(G). Wie man leicht
iiberpriift, ist die Abbildung ¢ |, : U — Z" surjektiv (denn wegen ¢ (v;) = e; werden alle Einheitsvektoren getroffen)
und injektiv (denn das einzige Urbild von 0y, ist 0;), aufBerdem ein Homomorphismus. Es gilt also U = Z". Damit ist
G = 7" xTor(G) gezeigt. Die Gruppe Tor(G) ist offenbar abelsch, aul3erdem ist sie als Bild von G unter dem surjektiven
Homomorphismus G — Tor(G), der durch Komposition von G = U x Tor(G) mit der Projektion auf die zweite
Komponente zu Stande kommt, nach Lemma endlich erzeugt. Sei {hy,...,h,} ein endliches Erzeugendensystem
von Tor(G). Wegen h; € Tor(G) gibt es jeweils ein m; € IN mit m;h; = Og, fiir 1 <i <s. Wegen Lemma folgt
jeweils (h;) = {kh; | 0 < k < m;}. Zusammen mit Satz[2.9] (i) erhalten wir

TOr(G) = {klhl +...+ kshs | kl’ veey ks S Z} = {klhl +..+ kshs | 0< ki < mi}.

Es gibt in Tor(G) also héchstens [ [;_, m; verschiedene Elemente. Insbesondere ist Tor(G) endlich. i

Wir werden nun zeigen, dass jede endliche abelsche Gruppe in ein dul3eres direktes Produkt endlicher zyklischer
Gruppen zerlegt werden kann. In der Linearen Algebra wurde gezeigt, dass Z/pZ fiir jede Primzahl p ein Korper ist,
und die Bezeichnung IF, = Z/pZ fiir diesen Korper eingefiihrt.

Lemma 6.6

(i) Sei G eine abelsche Gruppe, seiens € N, my, ...,m; € Nund g4, ..., g, € G mit ord(g;) | m;
fir1 <i<s.SeiU=(gy,...,g,). Dann gibt es einen surjektiven Gruppenhomomorphis-
mus ¢ : Z/mZ x ... x Z/m,Z — U mit

¢(a,...a) = ag +..+ag fir alle ay,...,a, €Z.

(ii) Ist G eine abelsche Gruppe mit G[p] = G, dann gibt es eine Abbildung - : IF, x G — G mit
a-g =ag fiir alle a € Z und g € G. Mit dieser Abbildung wird auf G die Struktur eines
IF,-Vektorraums definiert.

Beweis: zu (i) Wir definieren die Abbildung ¢, indem wir ¢(a,,...,a;) = a;g; +... + a, g, fiir 0 < a; < m; setzen.
Die Gleichung ist dann automatisch fiir beliebige a; € Z erfiillt. Wenden wir namlich Division mit Rest auf jedes g;
an und schreiben a; = gq;m; + r; mit 0 < r; < m;, dann gilt auf Grund der Elementordnungen jeweils m;g; = 0, und
somit a;g; = (q;m; + r;)g; = q;(m;g;) + ria; = q; - O¢ + r;a; = r;a;. Wegen a; = 7; in Z/m;Z fir 1 <i < r folgt dann




o(a,....a,) = ¢(ry,....75) =rig +...+1,g = a; g1 +...+a,g,. Mit Hilfe dieser Gleichung kann die Homomorphismus-
Eigenschaft nun unmittelbar nachgerechnet werden. Nach Satz gilt U = {a, g, + ... + a,g, | a4, ..., a, € Z}. Damit
ist auch klar, dass ¢ surjektiv ist.

zu (ii) Die Existenz einer solchen Abbildung erhalten wir, indem wir (i) fiir jedes g € G auf s = 1, m; = p und
g = g; anwenden. Wir zeigen nun, dass (U, +,-) die Vektorraum-Axiome erfiillt. Nach Definition ist (U,+) eine
abelsche Gruppe. Seien nun a,b € I, und g,h € G vorgegeben, und seien a,b € Z Urbilder von a,b unter dem

kanonischen Epimorphismus Z — T¥,. Dann gilt (a + b)-g=a+b-g=(a+b)g =ag+bg=a-g+b-g,
Ez-(g+h)=a(g+h)=ag+ah:c'l-g+c'l-h,(df))-g=£-g=abg:a(bg)=&-(5-g)undi-g=1g=g. O

Satz 6.7 Sei G eine abelsche Gruppe.

(i) Sind m,n € N teilerfremd, dann gilt G[mn] = G[m] x G[n].

(i) Sein € N mit G[n]= G, und sein = ]_[l.r=1 pf" die Primfaktorzerlegung von n, mit r € IN,
Primzahlen p, ..., p, und Exponenten e, ...,e, € IN. Dann ist G = G[pil] X ... x G[py].

Beweis: zu (i) Wegen Proposition[5.8|geniigt es, Gimn] = G[m]® G[n] nachzuweisen. Offenbar gilt G{m] € G[mn],
denn ist g € G[m], dann folgt mg = 04, damit auch (mn)g = n(mg) = n0; = 05 und somit g € G[mn]. Ebenso
erhdlt man G[n] € G[mn], und als Untergruppen der abelschen Gruppe G sind G[m] und G[n] auch Normalteiler.
Zum Nachweis von G[m] N G[n] = {05} sei g € G[m] N G[n] vorgegeben. Dann gilt mg = ng = 0, also ist ord(g)
ein gemeinsamer Teiler von m und n. Auf Grund der Teilerfremdheit von m und n folgt ord(g) = 1, also g = 0.
Daraus folgt Glm] N G[n] C {04}; die Inklusion ,,2“ ist offensichtlich. Es bleibt G[mn] = G[m] + G[n] zu zeigen.
Die Inklusion ,2¢ folgt direkt aus G[m] € G[mn] und G[n] € G[mn]. Zum Nachweis von ,C“ sei g € G[mn].
Nach dem Lemma von Bézout gibt es k,{ € Z mit km + {n = 1. Es folgt g = 1g = (km)g + ({n)g. Wegen
n(km)g = k(mn)g = kOg = 0O liegt (km)g in G[n], und wegen m(¢n)g = £(mn)g = £0; = Og ist ({n)g in G[m]
enthalten. Damit ist g = (km)g + ({n)g € G[m] + G[n] nachgewiesen.

zum (ii) Wir schicken voraus: Ist G eine abelsche Gruppe und sind m,n € IN mit m | n, dann gilt G{m] = G[n][m].
Nun beweisen wir die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl r der verschiedenen Primfaktoren p;
von n. Im Fall r € {0, 1} braucht nichts gezeigt werden. Sei nun r > 1, und setzen wir die Aussage fiir kleinere Werte
von r voraus. Sei n = ]_[le pief die Primfaktorzerlegung von n. Setzen wir m = ]_[:11 pfi, dann gilt n = mp{ und
ggT(m, p{r) = 1. Die Untergruppe H = G[m] erfiillt H{m] = H. Wir konnen also die Induktionsvoraussetzung auf H
anwenden; diese liefert einen Isomorphismus H = H[pil] X oo X H[pi’:i] = G[pil] X .. X G[pi’:i]. Nach Teil (i) gilt
auflerdem G = G[n] = H x G[p{ ]. Insgesamt erhalten wir somit den angegebenen Isomorphismus. |

Als weiteres Hilfsmittel benotigen wir

Satz 6.8 (Chinesischer Restsatz)
Sind m,n € IN teilerfremd, dann gilt Z/(mn)Z = Z./mZ x Z./n’Z..

In der Zahlentheorie-Vorlesung wird gezeigt, dass Z/(mn)Z und Z/mZ x Z./nZ. als Ringe isomorph sind. Damit sind
insbesondere die additiven Gruppen zueinander isomorph. Man kann den Isomorphismus mit den hier zur Verfiigung




stehenden Mitteln auch leicht direkt zeigen. Die Gruppe G = Z/(mn)Z ist eine zyklische Gruppe der Ordnung mn,
mit 1 als Erzeuger, und wegen |G| = mn gilt (mn)g = O fiir alle g € G, also G{mn] = G. Nach Satz (i) ist G also
isomorph zu G[m] x G[n]. Ist a € Z und a das Bild in G, dann ist ma = 0 dquivalent zu mn | ma < n | a < a € (i1).
Es gilt also G[m] = (f1). Weil i = n -1 wegen ord(1) = mn nach Satz ein Element der Ordnung m ist, gilt
G[m] £ Z/mZ. Genauso erhélt man G[n] = Z/nZ. Insgesamt ist damit G = Z/mZ x Z./nZ nachgewiesen.

Man beachten, dass der Chinesische Restsatz nur fiir teilerfremde m, n € IN giiltig ist! Beispielsweise ist Z/2Z.x 7./ 2Z.
nicht isomorph zu Z/47. Denn Z/4Z enthilt mit 1 ein Element der Ordnung 4, wihrend die Gleichung 2 - (@, b) =
(0,0) fiir alle (@, b) € Z/27 x 7./27 zeigt, dass es in dieser Gruppe nur Elemente der Ordnung 1 und 2 gibt.

Satz 6.9 Seie € Ny, p eine Primzahl und G eine endliche abelsche Gruppe mit G[p°] = G.
Dann gibt es ein r € N, und ny,...,n, € N, so dass

G = Z/pMZXxZ[p™lx..xZ[p™Z gilt.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion {iber e. Iste = 0, dann gilt G[1] =G, alsog =1-g =
0O fiir alle g € G. Es folgt G = {0}, und die Behauptung ist offenbar mit r = 0 erfiillt. Sei nun e > 1, und setzen wir
die Aussage fiir Werte kleiner als e voraus. Fiir die Gruppe H = pG gilt H[p*~'] = H. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es r € Ny, ny, ..., n, und einen Isomorphismus ¢ : Z/p™Z x ... x Z/p™7Z — H. Seien hy, h,, ...,h, € H die Bilder
der Elemente

(1,0,0,..,0) , (0,1,0,..,0) , .. , (0,0,0,...,1).

Wegen h; € pG gibt es jeweils ein g; € G mit pg; = h;, fiir 1 < i < r. Wir zeigen nun zunéchst, dass die Gruppe
U={(gy,...,g,) isomorph zu Z/p™*1Z x ... x Z,/p™*'Z ist. Dazu betrachten wir die Abbildung

Y :Z/p"NZx . x Z/p"Z - U, (ay,..d,)— a;g; +...+a,g,.

Nach Lemma (i) ist dies ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Aullerdem ist die Abbildung injektiv. Gilt
namlich v (d,,...,a,) = 0; und ist a; € Z jeweils ein Urbild von a;, dann ist a;g; + ... + a,.g, = Og nach Definition
von 4. Es folgt ¢ (a; + p™Z,...,a, + p™Z)=a,h; +...+a,h, =pla;g; +... +a,g,) =p0; = 0. Weil ¢ injektiv ist,
erhalten wir a; +p™Z = 0+p™Z und p™ | a;, fiir 1 < i < r. Insbesondere gibt es jeweils ein b; € Z mit pb; = a;. Nun
folgt weiter ¢(b; +p™Z,...,b, +p™"Z)=byhy +...+ b.h, =pb;g; +... +pb.g. = a;8, + ... + a,g, = 0g. Wiederum
auf Grund der Injektivitit von ¢ erhalten wir b; + p™Z = 0+ p™Z, also p™ | b; und p"*! | q; fir 1 < i < r. Dies
wiederum bedeutet (@, ...,a,) = (0, ...,0). Insgesamt ist 2)) also tatséchlich ein Isomorphismus.

Nach Lemma (i) besitzen G[p] N U und G[p] jeweils die Struktur eines IF,-Vektorraums. Dabei ist G[p] N U
als Untergruppe offenbar auch ein Untervektorraum von G[p]. Wir wéhlen nun eine Basis {v;, ..., v} von G[p]NnU
und ergénzen diese durch v, q,...,v, (mits,t € IN; und s < t) zu einer Basis von G[p]. Anschliefend definieren
wir V- = (Vg4q,..., V). Als (t —s)-dimensionaler If,-Vektorraum ist V isomorph zu IF;_S. Als abelsche Gruppe ist V
damit isomorph zu ]F;_S = (Z/pZ)"—. Wenn wir zeigen konnen, dass G = U & V gilt, dann folgt G £ U x V =
Z/pmtZ x ... x Z./p™tZ x (Z/pZ)"™ nach Proposition Damit hat G dann bis auf Isomorphie die im Satz
angegebene Form.

Als Untergruppen der abelschen Gruppe G sind U und V auch Normalteiler. Zum Beweis der Gleichung UNV = {05}
sei g € UNV vorgegeben. Wegen V C G[p] liegt g dann in (G[p]NU) N V. Wiare g ungleich Null, dann kénnte




man g als nichttriviale I ,-Linearkombination der Basis {v;, ..., ;} von G[p] N U darstellen, und —g als nichttriviale
IF,-Linearkombination der Basis {v;,,...,v;} von V. Insgesamt wiirde man eine nichttriviale Linearkombination von
g+ (—g) =0 durch {vy, ..., v, } erhalten. Aber dies steht im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit dieser Menge.
Also ist nur g = 05 moglich. Nun zeigen wir noch G = U + V. Sei dazu g € G beliebig vorgegeben. Dann liegt pg in
pG, und folglich gibt es kq, ..., k, € Z mit pg = k,h; +...+k h,. Setzen wir g’ =k, g, +...+k,g, und g’ = g—g’, dann
giltg’eUund pg” =pg—pg’ =pg—pk,g1—...—pk, g = kyh, +...+ k. h, —kihy—...—k.h, = 05, also g” € G[p].
Weil {v;,...,v,} eine Basis von G[p] als IF,-Vektorraum ist, kann g” in der Form £;v; + ... +{,v, geschrieben werden,
mit £q,...,£, € Z. Esistdann g’ = g + g, mit gy = {yv; +... + v, € U und gy = £, 1V,4q + ... + £, v, € V. Insgesamt
hat g alsodieForm g=g"+g" = (g’ +g;)+ g, mitg'+ g, €U und g, € V. O

Wir kdnnen nun das Hauptergebnis dieses Kapitels formulieren.

Satz 6.10 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppe)
Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es r,s € N, und d;, ..., d; € IN mit

G = 7' xZ/d/Zx..xZ/d7Z.

Dabei konnen die Zahlen d; so gewahlt werden, dass sie entweder (i) alle Primzahlpotenzen
sind oder (ii) d; | d;4; fiir 1 < i < s erfiillt ist. Im Fall (ii) gezeichnet man die Zahlen d; als
Elementarteiler der abelschen Gruppe.

Beweis: Nach Satz[6.5]gilt G = Z" x Tor(G), und die Gruppe Tor(G) ist endlich. Setzen wir H = Tor(G) und n = |H|,
dann gilt H[n] = n. Ist n = prod"_,p;’, dann gilt H = H[p{'] x ... x H[p® ] nach Satz (ii), und wegen Satz
ist H [pf’ ] jeweils isomorph zu einem &duf3eres direktes Produkt zyklischer Gruppen von p;-Potenzordnung. Also ist G
insgesamt isomorph zu einem duf3eren direkten Produkt der Form (i).

In der Zahlentheorie-Vorlesung wird der Begriff des Exponenten exp(G) einer Gruppe G eingefiihrt und gezeigt,
dass der Exponent einer Gruppe, die zu Z/m;Z x ... x Z,/m,Z mit m,...,m, € IN isomorph ist, mit dem kgV von
my, ..., m,, ibereinstimmt. Wir beweisen durch vollstindige Induktion iiber |H|, dass G auch eine Zerlegung der unter
(ii) beschriebenen Form besitzt, und setzen d = exp(H). Sei H = Z/mZ x ... x Z,/m,Z die Darstellung nach (i) von
H als aulleres direktes Produkt zyklischer Gruppe von Primzahlpotenzordnung m;.

Im Fall |H| = 1 ist nichts zu zeigen. Setzen wir nun voraus, dass H nicht trival ist, und sei ]_[}':1 p? die Primfaktorzer-

legung von d. Wegen kgV(m,,...,m,) = d miissen die Faktoren p{l, ey p{v unter my, ..., m,, vorkommen, andererseits
darf es aber keine hoheren Potenzen von py, ..., p, unter diesen Zahlen geben. Setzen wir H; = Z/ p{l Zx..x7/ p{ VA
dann gilt H = H,; x H, bis auf Reihenfolge der Faktoren, wobei in H, die Faktoren der Form Z/m;Z zusammenge-
fasst sind, die in H, aber nicht in H; vorkommen. Es gilt dann |H,| < |H|, und nach Induktionsvoraussetzung gibt es
Zahlen dy, ...,d; mit Hy, = Z/d,Z % ... x Z/d,Z und der oben beschriebenen Eigenschaft. Auerdem gilt H; = Z/dZ
nach dem Chinesischen Restsatz, Satz @ denn die Zahlen pjf." sind paarweise teilerfremd. Weil der Exponent von
H, ein Teiler von d ist, gilt d; | d fiir 1 <i <s. Setzen wir d,,, = d, dann ist d;, ..., d,,; eine Folge natiirlicher Zahlen
mit den gewiinschten Eigenschaften. O




Sowohl die Bedingung (i) als auch die Bedingung (ii) in Satz kann dazu genutzt werden, um zum Beispiel
alle abelschen Gruppen der Ordnung 100 = 2252 bis auf Isomorphie anzugeben. Durch (i) erhilt man die vier
Isomorphietypen

Z]AZ x2.]257. , Z[2ZxZ]27Z xZ[257. , Z[AZ xZ[S5Z xZ[57 , Z[27 x7]27 xZ]/57 x Z]/57Z.
Andererseits finden wir zur Zahl 100 die Elementarteilerketten 100, 2|50, 5|20 und 10|10, was die Isomorphietypen
7J100Z , 7Z)2ZxZ7/50Z , 7/57x7/20Z , 7/10Z x Z/10Z

liefert. Mit dem Chinesischen Restsatz iiberpriift man leicht, dass diese vier Gruppen mit den vier zuvor gefundenen
bis auf Isomorphie iibereinstimmen.

Zu bemerken ist noch, dass im Fall (ii) der Wert r +s die minimale Anzahl der Elemente eines Erzeugendensystems
von G angibt. Insbesondere gilt r +s = 1 genau dann, wenn G eine zyklische Gruppe ist. Ist ndmlich p ein beliebiger
Primteiler von d;, dann existiert ein Epimorphismus

¢l XL\ T % ... x 7]d 7 — (Z/pZ)™ , (a,..,a,,by +d1Z,...,bs +d,Z) — (a; + pZ,...,b, + pZ).

Sei g4,..., g, ein t-elementiges Erzeugendensystem von G. Dann liefern die Bilder der Elemente in der Gruppe H =
(Z/pZ)™* ein Erzeugendensystem von H. Dieses Erzeugendensystem ist dann zugleich eine Basis von H als IF,-Vek-
torraum. Da in einem (r + s)-dimensionalen Vektorraum jedes Erzeugendensystem aus mindestens r + s Elementen
besteht, muss t > r+s gelten. Andererseits besitzt die Gruppe Z" xZ/d,Z.x...x Z./ d,Z. offenbar ein (r+s)-elementiges
Erzeugendensystem (gegeben durch die Einheitsvektoren), somit auch die Gruppe G.




§ 7. Semidirekte Produkte und Auflosbarkeit

Zusammenfassung. In §5 hatten wir die inneren direkten Produkte definiert. Lasst man die Forderung der
Normalteiler-Eigenschaft fiir einen der Faktoren fallen, so spricht man von inneren semidirekten Produkten.
Der Isomorphismus G = N x U aus § 5 ist dann nicht mehr giiltig; an die Stelle des duf3eren direkten Produkts
tritt eine neue Gruppe N %, U, die als Menge mit N x U {ibereinstimmt, deren Gruppenverkniipfung aber nicht
komponentenweise definiert wird, sondern von einem Homomorphismus ¢ : U — Aut(N) abhéngt. Dieses
Objekt wird dann als dufBeres semidirektes Produkt bezeichnet. Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, die
Gruppe N %4 U zu definieren und den Zusammenhang mit dem inneren semidirekten Produkt herzustellen.

Aus dem Korrespondenzsatz aus § 5 hatte sich ergeben, dass die Struktur von G/N auch zumindest teilweisen
Aufschluss iiber die Struktur von G selbst gibt, falls N einen Normalteiler von G bezeichnet. Am einfachsten
lasst sich die Struktur von G/N untersuchen, wenn es sich um eine abelsche Gruppe handelt, was sich an der
Ergebnissen von § 6 deutlich gezeigt hatte. Im Allgemeinen lésst sich in einer Gruppe G kein Normalteiler
N finden mit der Eigenschaft, dass die Gruppen N und G/N beide abelsch sind. In vielen Fillen lasst sich
dies aber zumindest in endlich vielen Schritten bewerkstelligen, also indem man in N und G/N wiederum
nach Normalteilern sucht und diese Prozedur hinreichend oft wiederholt. Gruppen, die auf diese Weise in
lauter abelsche ,, Komponenten“ zerlegt werden kénnen, bezeichnet man als auflésbar. In der Galoistheorie
werden wir sehen, dass ein Zusammenhang zwischen auflésbaren Gruppen und der expliziten Losbarkeit von
Polynomgleichungen existiert, ein Umstand, der ebenfalls zur Namensgebung beigetragen hat.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze
— inneres semidirektes Produkt — Jedes innere semidirekte Produkt von U < G und
(vonU < Gund N 4 G) N < G definiert einen Homomorphismus ¢ : U —
Aut(N).
— dufSeres semidirektes Produkt U x4 N V)
(wobei U, N Gruppe und ¢ : U — Aut(N) — Isomorphie zwischen innerem und dufSerem
Homomorphismus) semidirekten Produkt
— Normalisator einer Untergruppe — Charakterisierung auflésbarer Gruppen durch
Normalreihen

— héhere Kommutatorgruppen G™ einer Gruppe G

— Kriterium zur Untersuchung der Auflosbarkeit mit

- Auflosbarkeit einer Gruppe Normalteilern

Sei G eine Gruppe, die ein inneres semidirektes Produkt einer Untergruppe U und eines Normalteiler N ist. Solange
N nicht auch Normalteiler von G ist, reichen U und N allein leider nicht aus, um die Gruppe G vollstdndig zu
rekonstruieren; man bendtigt noch einen Homomorphismus, der diese beiden Gruppen miteinander verbindet. Um
was fiir einen Homomorphismus es dabei geht, sehen wir in der folgenden Proposition.

Proposition 7.1 Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler und U eine Untergruppe von G. Dann
ist jedem u € U durch 7,(n) = unu™' ein Automorphismus von N zugeordnet. Die Abbildung
¢ : U — Aut(N), u — 1, ist ein Homomorphismus von Gruppen.
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Beweis: Wegen N < G gilt 7,(n) =unu™! € N fiir jedes n € N und u € U, also definiert 7, eine Abbildung N — N.
Auflerdem ist T, ein Endomorphismus, denn fiir alle n,,n, € N gilt jeweils

T,(mny) = u(nlnz)u_l = (unlu_l)(unzu_l) = 1,(ny)7,(ny).

Da durch n — u'nu eine Umkehrabbildung von 7, gegeben ist, handelt es sich bei 7, sogar um einen Automor-
phismus von N. SchlieBlich ist die angegebene Abbildung ¢ ein Homorphismus, denn fiir u;,u, € U und n € N
gilt

Tyu,(M) = (wu)dn(uuy))™ = uluznuglu;l = Tul(uznugl)
= 1,(t,(M) = (7,0°7,)"N)
und somit ¢ (U uy) = Ty, = Ty, © Ty, = $(u1) 0 P(w2). O

Proposition 7.2 Sei G eine Gruppe und inneres semidirektes Produkt von N < G und U < G.
Unter diesen Voraussetzungen ist G genau dann ein inneres direktes Produkt von N und U, wenn
¢ (u) =idy fiir alle u € U gilt, wobei ¢ den Homomorphismus aus Proposition [7.1] bezeichnet.

Beweis: ,<“ Gilt ¢(u) = idy fiir alle u € U, dann folgt unu™ = ¢(u)(n) = idy(n) = n fiir alleu € U und n € N.

Es folgt un = nu und somit auch unu™*

=nfiralleu € Ununn € N. Seien nun g; € G und u € U vorgegeben.
Wegen G = NU gibt es n; € N und u; € U mit g; = nyu;. Wie soeben gezeigt, ist jedes Element aus N mit jedem
Element aus U vertauschbar, so auch die Elemente n; € N und uyuu;' € U. Es folgt glugl’l = n(wuu;Hn' =

mn ' (wuu;!) = wyuu;' € U; damit ist U < G nachgewiesen.

»,2=>“ Ist G ein inneres direktes Produkt von N und U, dann gilt auller N < G auch U < G. Seien nun n € N und

u € U beliebig vorgegeben. Wegen N < G gilt un 'u™' € N und somit auch nun™'u™*

1 -1

= n(un"'u"!) € N. Wegen

€ U, insgesamt also nun"‘u™! € NN U = {es}. Fiir alle
1

U < N gilt andererseits auch nun™'u™ = (nun"')u

n €N und u € U gilt somit nun"'u™ = e, was zu nu = un und unu* = n umgeformt werden kann. Es folgt

¢(w)(n) =unu~! = n=idy(n) fiir alle u € U und n € N. Damit ist ¢ (u) = idy fiir alle u € U nachgewiesen. O

Satz 7.3 Seien U und N Gruppen und ¢ : U — Aut(N) ein Homomorphismus. Wir definieren
auf N x U eine Verkniipfung * durch

(ny,uy) *(np,uy) = (nyp(uy)(ny),uquy)  fiir (ny,uy),(ny,u) EN x U.

Dann ist (N x U, %) eine Gruppe. Man nennt sie das duf8ere semidirekte Produkt von N und U
und bezeichnet sie mit N X, U.

Beweis: Wir iiberpriifen fiir (N x U, *) die Gruppenaxiome. Zur Verifikation des Assoziativgesetzes seien (n,u;),
(ny,uz), (n3,u3) € N x U vorgegeben. Dann gilt ((ny,u;) * (ng,uz)) * (n3,uz) = (¢ (uy)(ng), uyuy) * (ng,uz) =
(ny ¢ (u1)(nz)¢ (uyuz)(ns), uyusus) und ebenso

(ny,uy) * ((ng,up) ¥ (ng,u3)) = (ng,uy) * (adp(ux)(nz),usus) = (ny(uy) (nadp(uz)(ng)), ujusus)

= (M1 (u)(n)(@(uy) 0 Pp(u))(nz), uqupus) = (3P (uy)(ng) (uyuy)(ng), uyusus).




Nun iiberpriifen wir, dass (ey, ;) ein beziiglich x neutrales Element ist. Fiir jedes (n,u) € N x U gilt (ey, ey) *(n,u) =
(en@(ey)(n), eyu) = (eyn, eyu) = (n,u) und (n,u) x (ey, ey) = (np(u)(ey), uey) = (ney,uey) = (n,u). Damit (n,u,)
ein Inverses von (n,u) ist, muss (n¢ (u)(n;),uu;) = (n,u) * (ny,u;) = (ey, ey) gelten, also u; = u™* und ¢ (u)(n;) =
n!en =W i (nt) = ¢(u)(nt). Dieses Element (n,u;) erfiillt auBer (n,u) * (n;,u;) = (ey,ey) auch die
Gleichung

(npu)*(mu) = (mo)n)uy) = (P e n),uu™) =
(¢(U_l)(n_1n); ey) = (¢(u_l)(eN):eU) = (en,ey)
also handelt es sich tatsédchlich um das zu (n,u) inverse Element. |

Ist der Homomorphismus ¢ in Satz trivial, gilt also ¢ (u) = idy fiir alle u € U, dann gilt fiir die Verkniipfung
(n,u) x (ny,uy) = (npW)(ny),uu;) = (nidy(n;),uu;) = (nny,uu,), fir alle (n,u),(ny,u;) € N x U. In diesem Fall
stimmt das duflere semidirekte Produkt also mit dem dul3eren direkten Produkt aus Definition iiberein.

Wir illustrieren das Rechnen in semidirekten Produkten an einem Beispiel. Sei n € IN und N = Z/nZ mit dem
Automorphismus ¢ : Z/nZ — Z/nZ, @ — —a. Sei auerdem U = Z/27Z. Dann ist durch 0 — idy und 1 ~— ¢ ein
Homomorphismus ¢ : U — Aut(N) definiert. Sei nun G = N X4 U, und seien nun g,h € gegeben durch g = (1,0)
und h = (0, 1). Wir zeigen, dass G = (g, h) gilt sowie die Gleichungen

ord(g)=n , ord(h)=2 und gxhxgsh=e;=/(0,0).
Zunéchst gilt fiir alle @, b € Z/nZ jeweils
(@,0)x(b,0) = (a+¢(0)(b),0+0) = (a+idy(b),0) = (a+b,0).

Durch vollstindige Induktion folgt (1,0)™ = (i, 0) fiir alle m € IN. Somit ist n die kleinste natiirliche Zahl mit
g"=(1,0)" = (0,0) = 0, und es folgt ord(g) = n. Ebenso gilt fiir alle ¢,d € Z/2Z die Gleichung

(0,0)%(0,d) = (0+¢()0),c+d) = (0+0,é+d) = (0,é+4d).
Also gilt auch h™ = (0, 1)™ = (0, m) fiir alle m € IN, und wir erhalten ord(h) = 2. Fiir alle a,c € IN gilt
gixh® = (a,0)%(0,c) = (a+¢(0)0),0+c) = (a+0,&) = (a0

Jedes Element in G kann also als Produkt der Form g“xh® dargestellt werden, mit a, c € IN. Dies beweist die Gleichung
G = (g, h). SchlieBlich gilt noch

gxhxgxh = (L,LDx(1,1) = (A+¢o(M)1),1+1) = (1+(1),0)

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen inneren und dufSeren direkten Produkten her.

Satz 7.4 Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe und N ein Normalteiler von G. Wir setzen
voraus, dass G das innere semidirekte Produkt N und U ist. Definieren wir ¢ : U — Aut(N) wie
in Proposition dann ist durch (n,u) — nu ein Isomorphismus N x4 U = G definiert.




Beweis: Die Abbildung ¢ : N x4 U — G, (n,u) — nu ist surjektiv, denn wegen G = NU hat jedes g € G eine
Darstellung g = nu mit n € N und u € U. Ist (n,u) € N x U ein Paar mit ¢(n,u) = es, dann folgt nu = e; und
n=uleNnNU = {eg}, also (n,u) = (eg, e5). Ist 1) ein Homomorphismus, dann ist 1) somit auch injektiv. Es muss
also nur noch die Homomorphismus-Eigenschaft nachgewiesen werden.

Seien dazu (ny,u;), (ny, u,) € N x U vorgegeben. Zu zeigen ist Y ((ny,u;) * (ny, uy)) = Y (ny, u; ) (n,y, uy). Definieren
wir wie in Proposition den Automorphismus 7, € Aut(N) durch 7, (n) = ulnu;1 fiir n € N, dann ist die rechte
Seite der Gleichung gegeben durch

Y, up(ng,uy) = njugngu, = nlulnzlqluluz = anul(HZ)u1u2 = nyo(uy)(nyuquy

und auch fiir die linke Seite erhalten wir y((nq,u;) * (ny,uy)) = P (ny P (uq)(ny), usuy) = nqy ¢ (uy)(ny)uqu,. O

In § 2 hatten wir die Diedergruppen D,, eingefiihrt. Die semidirekten Produkte liefern einen neuen Ansatz zum Ver-
standnis dieser Gruppen. Zunichst benétigen wir einen neuen Begriff.

Definition 7.5 Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann nennt man Ng(U) =
{g € G| gUg™! = U} den Normalisator von U in G.

Die Bedeutung des Normalisators wird durch die folgende Proposition deutlich.

Proposition 7.6 Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist N;(U) die grof3te Un-
tergruppe H von G mit der Eigenschaft, dass U Normalteiler von H ist.

Beweis: Zunichst {iberpriifen wir, dass N (U) eine Untergruppe von G ist. Wegen eUe ™ = U ist e in N;(U) enthalten.
Seien nun g,h € N;(U) vorgegeben. Dann gilt (gh)U(gh)™ = g(hUh™')g™! = gUg ! = U, also ist auch gh in N;(U)
enthalten. Die Rechnung g 7'Ug = g ' (gUg 1)g = (g7'g)U(g 7 g) = eUe = U zeigt, dass auch g~ € U gilt.

Fiir jedes g € N;(U) gilt gUg™! = U nach Definition von N;(U). Dies zeigt, dass U < N;(U) ist. Sei nun H eine
beliebige Untergruppe von G mit der Eigenschaft U < H. Fiir jedes h € H gilt dann hUh™! = U und somit h € N, (U).
Also ist H tatsdchlich in Ng(U) enthalten. O

Wie im Beispiel oben sei wieder ¢ : Z/nZ — Z/nZ der Automorphismus der Gruppe (Z/n’Z,+) gegeben durch
(@) =—a, und es sei ¢,, : Z/27Z — Aut(Z/nZ) Homomorphismus gegeben durch ¢,(0) = idz,z und ¢,(1) =.

Proposition 7.7 Sein € IN mit n > 3, G eine Gruppe und {g,h} ein Erzeugendensystem
von G, wobei ord(g) = n, ord(h) = 2 und ghgh = e gilt. Dann ist G isomorph zum &dulleren
semidirekten Produkt Z/nZ x, 7./27.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass (g) ein Normalteiler von G ist. Dazu zeigen wir, dass fiir den Normalisator dieser
Gruppe Ng((g)) = G gilt. Wegen g € (g) ist g auf jeden Fall im Normalisator enthalten. Weil die Konjugations-
abbildung 7, : G — G, g; — hg,h™! ein Automorphismus von G ist, und auf Grund der Gleichung hgh™! = g7,
gilt fiir jedes a € Z auch hg®h™ = 7,(g%) = 7,(g)* = (hgh™)? = (g71)* = g7% € (g) und somit h{g)h™* C (g).




Wegen h = h™! folgt daraus unmittelbar auch h™!(g)h C (g) < (g) € h{g)h™! und insgesamt h(g)h™! = (g), also
h € Ng({g)). Aus {g,h} € N;({g)) folgt nun G = (g,h) € N;({g)) und somit N;({g)) = G. Damit ist der Nachweis
von {g) < G abgeschlossen.

Da (g) eine Normalteiler und (h) eine Untergruppe von G ist, handelt es sich auch bei U = (g)(h) um eine Unter-
gruppe von G. Wegen g,h € U gilt G = (g,h) C U und somit G = U = (g)(h) = {g®h® | a, b € Z}. Wegen ord(g) =n
und ord(h) = 2 sind die Elemente von G bereits durch g®h® mit 0 < a < n und b € {0,1} gegeben. Wir zeigen,
dass diese Elemente voneinander verschieden sind. Gilt g?h? = gh? mit 0 < a,c < nund b,d € {0, 1}, dann folgt
g97¢ = h®=? € (g) N (h). AuBerdem ist (g) N (h) = {e}. Denn ansonsten wire h € (g), und weil zyklische Gruppen
abelsch sind, wiirde daraus g = (hh™!)g = hgh™! = g~! und somit g2 = e folgen, im Widerspruch zu ord(g) > 3.
Also ist G eine Gruppe der Ordnung 2n, und jedes Element aus G hat eine eindeutige Darstellung der Form g®h? mit
0<a<nundbe{0,1}.

Die Eindeutigkeit der Darstellung zeigt, dass die Abbildung 1) : Z/nZ x 7./27 — G, (@, b) — gh® wohldefiniert und
bijektiv ist. Wir weisen jetzt nach, dass sie dartiber hinaus ein Gruppenhomomorphismus zwischen Z/nZ xg 7./27.
und G ist, wodurch der Beweis dann insgesamt abgeschlossen wird. Seien a, b,c,d € Z vorgegeben und a,c €
Z./nZ sowie b,d € Z.,/2Z die entsprechenden Bildelemente. Wegen 7,(g) = g~ gilt Tﬁ(g) = g(’l)b und h®g°h~? =
Th(g%) = Th(g) = (g = gV, woraus (g°h?)(g°h?) = g (RO g RV = geg e = ger(epbed
folgt. Andererseits gilt nach Definition der Verkniipfung im dul3eren semidirekten Produkt

(@b)*(@CE,d) = (a+¢,(b)@E),b+d) = (a+:°@),b+d) = (a+ (1), b+d).

Insgesamt erhalten wir Y ((d, b) * (¢,d)) = ¥(a + (=1)b¢, b + d) = gD epd+d = (gah®)(gh?) = (a, b)Y (G, d),
wie gewlinscht. m|

Folgerung 7.8 Fiir alle n € N mit n >3 gilt D, = Z/nZ xy 7./27.

Beweis: Nach Definition gilt D, = (o, 7,,), aullerdem ist ord(c,) = n und ord(z,) = 2. Wie wir schon in § 5 beim
Beweis von Proposition festgestellt haben, gilt 7,00, 01! = p. ', was zu 0,7,0,7, = id umgeformt werden
kann. Damit sind alle Bedingungen von Proposition veriﬁziert, und es folgt D, = Z/nZ xy 7./27. m|

Kommen wir nun zum zweiten Thema dieses Kapitels, den auflésbaren Gruppen.

Definition 7.9 Sei G eine Gruppe. Fiir beliebige g,h € G bezeichnet man das Element [g,h] =
ghg 'h™! als den Kommutator von g und h. Bezeichnet S = {[g,h] | g,h € G} die Menge aller
Kommutoren in G, so wird die Untergruppe G’ = (S) die Kommutatorgruppe von G genannt.

Entscheidend fiir die Niitzlichkeit der Kommutatoren ist die Beziehung gh = [g, h]hg. Tatsachlich gilt
[g.hlhg = (ghgT'hDhg = ghg™'(h'h)g = gh(g™'e) = gh

fiir alle g,h € G ab. Ist G eine abelsche Gruppe, dann gilt stets [g,h] = ghg 'h™! = (gg~*)(hh™') = e. Daraus folgt,
dass die Kommutatorgruppe in diesem Fall trivial ist, also G’ = {e} gilt. Im allgemeinen Fall erhilt man das folgende
wichtige Resultat.




Satz 7.10 Sei G eine Gruppe.

(i) Die Kommutatorgruppe G’ ist ein Normalteiler von G.

(ii) Fiir einen beliebigen Normalteiler N von G gilt N 2 G’ genau dann, wenn die Faktorgrup-
pe G/N abelsch ist.

Also ist G/G’ die grofte abelsche Faktorgruppe von G.

Beweis: zu (i) Sei g; € G vorgegeben und S die Menge der Kommutatoren. Es geniigt, die Inklusion S C gl’lG’g1
nachzuweisen. Denn weil gl_lG’g1 eine Untergruppe von G ist, folgt daraus G’ = (S) C gl_lG’gl. Fiir jedes n € G’
gibt es damit ein n’ € G’ mit n = g;'n’g,. Es folgt g;ng;' =n’ € G’, also ist §;G’g;! € G’ und damit G’ < G erfiillt.
Beweisen wir nun die Inklusion S C g;'G’g;. Jedes Element in S hat die Form [g,h] = ghg 'h™! mit g,h € G. Es
folgt

ghg'h! = g '(gighg 'h'gNg = g7'(81887)(g1heg (818 g gk e e
= g (g8 N(g1hgi ) (g1887" ) (g1hgt D e = g7'[g1887 . g1hg g1 €g7'G g

zu (ii) ,=“ Sei N ein Normalteiler von G mit N 2 G’. Wie oben bemerkt, gilt [g,h]hg = gh fiir alle g,h € G.
Wegen [g,h] € N folgt daraus N(hg) = N(gh), also (gN)(hN) = (gh)N = N(gh) = N(hg) = (hg)N = (hN)(gN).
Dies zeigt, dass G/N abelsch ist. ,<“ Ist G/N abelsch, dann gilt (gN)(hN) = (hN)(gN) fiir alle g,h € G. Wie
wir gerade gesehen haben, ist dies gleichbedeutend mit N(hg) = N(gh), also (gh)(hg)™* = ghg *h~' =[g,h] €N.
Somit enthilt N alle Kommutatoren, und es folgt G’ C N. |

Die Bildung von Kommutatorgruppen lasst sich iterieren. Man bezeichnet mit G” die Kommutatorgruppe von G’,
also G” = (G')'. Allgemeiner definiert man rekursiv G(©) = G und G"*V = (G™Y’ fiir alle n € IN,,. Die Untergruppen
G™ mit n > 2 werden die héheren Kommutatorgruppen von G genannt. Nach Satz gilt G < G fiir alle
n € IN,, und die Faktorgruppen G™ /G sind abelsch.

Definition 7.11 Eine Gruppe G wird auflésbar genannt, wenn G™ = {e} fiir ein n € IN, gilt.

Offenbar sind abelsche Gruppen auflosbar, denn fiir jede abelsche Gruppe G gilt G = {e}, wie wir im Anschluss an
Definition[7.9| gesehen haben.

Definition 7.12 Eine Normalreihe fiir eine Gruppe G ist eine Folge von Untergruppen der
Form G = N, 2 N; 2 ... 2 N, = {e} mit r € IN,, wobei fiir 0 < k < r jeweils Ni.,; < N, gilt.
Die Faktorgruppen N;./N;,, bezeichnet man als Faktoren der Normalreihe. Sind alle Faktoren
abelsch, dann spricht man von einer abelschen Normalreihe.

Proposition 7.13 Jede endliche abelsche Gruppe besitzt eine Normalreihe mit zyklischen Fak-
toren von Primzahlordnung.




Beweis: Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber die
Gruppenordnung |G|. Fiir |G| = 1 ist nichts zu zeigen, denn in diesem Fall kdnnen wir einfach G, = G setzen. Sei nun
n = |G| > 1, und setzen wir die Aussage fiir endliche, abelsche Gruppen von Ordnung < n voraus. Nach Satz
ist G isomorph zu einem &uf3eren direkten Produkt C; X ... x C, zyklischer Faktoren C; von Primzahlpotenzordnung;
wir kénnen o0.B.d.A. voraussetzen, dass G mit einem solchen Produkt {ibereinstimmt. Sei m = |C,|, p ein Primteiler
von m und g € C, ein Element der Ordnung m. Dann ist (g?) eine Untergruppe der Ordnung % von C,. Setzen wir
G, = C; x ... x C,_; x (gP), dann ist G/G, zyklisch von Ordnung p. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt G, eine
Normalreihe mit zyklischen Faktoren, so dass wir insgesamt eine solche Reihe fiir G erhalten. m|

Satz 7.14 Fiir eine endliche Gruppe G sind die folgenden Eigenschaften dquivalent.

(i) Die Gruppe G ist auflosbar.
(ii) Sie besitzt eine abelsche Normalreihe.

(iii) Sie hat eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren von Primzahlordnung.

Dabei ist die Aquivalenz ,,(i) < (ii)“ auch fiir unendliche Gruppen giiltig.

Beweis: Sei G zunichst ein beliebige, moglicherweise unendliche Gruppe. ,(i) = (i) Nach Voraussetzung gilt
G = {e} fiir ein r € IN,. Setzen wir also G, = G fiir 0 < k < r, dann gilt G, = G, G, = {e} und auRerdem
Gy 2 Gyyq fiir 0 < k < r nach Definition der hoheren Kommutorgruppen. Wie wir bereits im Anschluss an Satz
festgestellt, ist auch Gy, fiir 0 < k < r jeweils ein Normalteiler von Gy, und die Faktorgruppen Gy /Gy, sind abelsch.
Also bilden die Untergruppen Gy, ..., G, eine Normalreihe mit abelschen Faktoren.

L) = D SeiGy, ..., G, eine Normalreihe von G mit abelschen Faktoren. Wir beweisen durch vollstdndige Induktion
iiber k, dass G¥) C G, fiir 0 < k < r gilt. Fiir k = 0 ist dies erfiillt, denn nach Definition gilt G, = G = G(®. Sei
nun k € {1,...,r}, und setzen wir G®) C G, fiir 0 < £ < k voraus. Nach Voraussetzung ist G,_; /G, abelsch, somit gilt
Gy 2 (Gy_1) nach Satz (i), angewendet auf den Normalteiler N = G,.. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt
nun G® = (G* VY C (G,_,) € Gi. Aus G C G, und G, = {e} erhalten wir schlieBlich G = {e}. Somit ist G
auflosbar.

Sei nun G eine endliche Gruppe. Die Implikation ,,(iii) = (ii)“ ist offenbar giiltig, da zyklische Gruppen stets abelsch
sind (siehe § 2). Beweisen wir nun ,,(ii) = (iii)“ und setzen dazu voraus, dass Gy, ..., G, eine Normalreihe von G mit
abelschen Faktoren ist. Fiir jedes k € {0,...,r — 1} ist G = Gy/Gy,, also eine endliche, abelsche Gruppe, und nach
Propositionbesitzt diese eine Normalreihe Uy, ..., U, mit zyklischen Faktoren U, /U,.,. Sei nun U, = ﬁg:ﬂ (U) <
Gy fiir 0 < ¢ <s. Dann gilt insbesondere U, = G und U; = Gy,. Nach Satz[5.14| (angewendet auf G = Uy, U = Uy,
und N = Gy,,) folgt aus U,,; < U,, dass U,,; ein Normalteiler von U, ist, fiir 0 < £ < s. Wegen Satz gilt
aullerdem
Up/Un = U/Uin

also sind die Faktorgruppen U, /U, zyklisch von Primzahlordnung. Fiigen wir zwischen G, und G, also die Grup-
pen Uy, ...,U,_; ein und fithren diesen Schritt fiir jedes k € {0, ...,r — 1} aus, so erhalten wir insgesamt eine Normal-
reihe flir G mit zyklischen Faktoren von Primzahlordnung. m|




Die symmetrischen Gruppen S,, und die alternierenden Gruppen A, sind auflosbar fiir n < 4, aber nicht auflosbar
fiir alle n > 5. Diese Beobachtung wird spéter in der Galoistheorie eine wichtige Rolle spielen. Im nichsten Kapitel
werden wir zeigen, dass endliche Gruppen von Primzahlpotenzordnung stets auflosbar sind. Zum Abschluss schauen
wir uns an, wie man von der Auflosbarkeit einer Gruppe auf andere Gruppen schlieen kann.

Satz 7.15

(i) Jede Untergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflosbar.

(i) Sei G eine Gruppe und N < G. Unter diesen Voraussetzungen ist G auflosbar genau dann,
wenn N und G/N beide auflésbar sind.

Beweis: zu (i) Sei G eine auflosbare Gruppe und U eine Untergruppe. Jeder Kommutator von U ist auch ein
Kommutator von G. Daraus folgt U’ € G, und durch vollstindige Induktion erhilt man U™ C G™ fiir alle n € IN,.
Gilt nun G™ = {e.} fiir ein n € IN, dann folgt daraus U™ = {e;}. Also ist auch U auflosbar.

«

zu (i) ,=
Auflésbarkeit von G/N beweisen wir zunéchst die Gleichung (G/N) = 7y (G’). Sei S die Menge der Kommutatoren

Ist G auflosbar, dann folgt daraus, wie wir unter (i) gesehen haben, die Auflésbarkeit von N. Fiir die

von G und S die Menge der Kommutatoren von G/N. Fiir alle g,h € G gilt
[gN,AN] = (gN)(RN)(gN)'(hN)' = (ghg'W" )N = [ghIN = my([g,h).

Jedes Element aus S wird also von 7y nach S abgebildet, und die Abbildung ist surjektiv, weil jedes Element aus S
die Form [gN,hN] mit g,h € G hat. Es gilt also ,(S) = S. Aus S € 7, (S) € 7n(G’) und der Untergruppeneigen-
schaft von 7y (G’) folgt (G/N)Y = (S) C my(G'). Aus 7y (S) € S folgt umgekehrt S € 7, *(S) € ' ((G/NY'). Weil
ny'((G/N)') Untergruppe von G ist, erhalten wir G’ = (S) € m'((G/N)) und somit y(G") € (G/N)'. Insgesamt
ist damit 7y (G") = (G/N) bewiesen. Vollstindige Induktion liefert (G/N)™ = 1 (G™) fiir alle n € IN,. Gilt also
G = {e.} fiir ein n € IN,, dann folgt daraus (G/N)™ = {eg/n}-

,<“ Nach Voraussetzung gibt es ein n € N, mit N = {e;} und (G/N)™ = {eg/n}. Wegen iy (GM) = (G/N)W =
{eg/n} gilt G™ C N. Daraus folgt G®™ C (G™)™W € N = {e.} und somit die Auflésbarkeit von G. O

Aus Satz[7.15|folgt unmittelbar: Ist G ein inneres semidirektes Produkt einer Untergruppe U und eines Normalteilers
N, so ist G genau dann auflésbar, wenn N und G/N = (UN)/N = U beide auflésbar sind. Wie in den Ubungen gezeigt
wird, kann auch jedes duldere (semi-)direkte Produkt der Form N Xy U (bzw. G = N x U) als inneres semidirektes
von Gruppen aufgefasst werden, die zu N und U isomorph sind. Also ist auch N x4 U genau dann auflésbar, wenn
N und U auflésbar sind.




§8. Gruppenoperationen

Zusammenfassung. Eine Hauptmotivation fiir die Gruppentheorie als Teilgebiet der Algebra ist die Tatsache,
dass viele Gruppen als Symmetrieoperationen auf geometrischen oder algebraischen Strukturen in Erscheinung
treten. Beispielsweise wirkt die orthogonale Gruppe O(3) = {A € GL;(R) | "AA = E5} und Drehungen und
Spiegelungen auf dem dreidimensionalen Raum. Ist X allgemein eine Struktur und G eine Gruppe, und kann
jedem Element g € G eine auf natiirliche Weise eine strukturerhaltende Abbildung X — X zugeordnet werden,
dann spricht man von einer Operation der Gruppe G auf der Struktur X.

In den einfachsten Situationen handelt sich bei X lediglich um eine Menge, und die strukturerhaltenden Ab-
bildungen X — X sind nichts weiter als Bijektionen. Wir werden im vorliegenden Abschnitt diesen Typ von
Gruppenoperationen prézise definieren und eine fundamentale Gesetzméaf3igkeiten herleiten. Beispielsweise
werden wir sehen, dass die Gruppenoperation eine Zerlegung der Menge X in sog. Bahnen bewirkt, deren
Linge im Fall einer endlichen Gruppe stets ein Teiler der Gruppenordnung ist. Dies fithrt uns auf die sog.
Bahngleichung flir Gruppenoperationen. Lisst man eine Gruppe auf geeignete Weise auf sich selbst operieren,
so folgen aus der Bahngleichung, die in dieser Situation Klassengleichung genannt wird, eine Reihe interessan-
ter gruppentheoretischer Satze. Dazu zdhlt die Kommutativitit aller Gruppen von Primzahlquadratordnung,
und die Auflésbarkeit aller Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

Ein andere Typ von Gruppenoperationen ermoglicht es uns, den Satz von Cayley zu beweisen, welcher besagt,
dass jede endliche Gruppe bis auf Isomorphie als Untergruppe einer symmetrischen Gruppe vorkommt. Hatte
man also die Struktur der symmetrischen Gruppen S, vollstdndig aufgeklart, dann wiisste man also auch iiber
alle anderen endlichen Gruppen vollstandig Bescheid! Leider ist die Struktur der S, fiir grof3es n so kompliziert,
dass dieses Resultat in konkreten Situationen keine nennenswerte Vereinfachung mit sich bringt.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Operation einer Gruppe G auf einer Menge X — Untergruppeneigenschaft des Stabilisators G,

— Bahnen und Fixpunkte einer Operation — Zerlegung von X durch die Bahnen einer Operation
— Reprisentantensysteme der Bahnen — Zusammenhang (G : G,) = |G(x)| zwischen Bahn-

lange und Stabilisator

— Zusammenhang zwischen Operationen von G auf X
und Homomorphismen G — Per(X)

— Satz von Cayley

— Bahngleichung fiir Gruppenoperationen auf endli-
chen Mengen
Klassengleichung als Spezialfall

— Anwendungen: Auflésbarkeit von p-Gruppen, Grup-
pen der Ordnung p? sind abelsch




Definition 8.1 Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Gruppenoperation von G auf X ist
eine Abbildung a : G x X — X mit den Eigenschaften

aleg,x)=x und a(g,a(h,x)) = a(gh,x)

fiir alle g,h € G und x € X, wobei e; das Neutralelement der Gruppe bezeichnet. Man sagt auch,
dass G mittels a auf X operiert.

An Stelle von a(g, x) schreibt man haufig auch einfach g - x. Die definierenden Gleichungen der Gruppenoperation
lassen sich dann sparsamer in der Form eg - x = x und g - (h- x) = (gh) - x schreiben. Man darf allerdings das Symbol
- nicht mit der Verkniipfungsabbildung der Gruppe verwechseln!

Wir betrachten einige Beispiele fiir Gruppenoperationen.

(i) Die symmetrische Gruppe S, operiert auf der Menge M,, = {1,...,n} durch o - x = o(x) fiir alle o € S,, und
X € M,,. Ist n = 7, dann gilt beispielsweise (12 7)-2=7und (127)-3=3.

(ii) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann operiert die Gruppe G = GL(V) der bijektiven linearen
Abbildungen V — V auf V durch ¢ -v=¢(v) firalle p € Gundv e V.

Nun schauen wir uns an, durch welche Merkmale eine Gruppenoperation genauer beschrieben werden kann.

Definition 8.2 Sei G eine Gruppe, X eine Menge und G x X — X, (g, x) — g - x eine Gruppen-
operation.

(i) Fiir jedes x € X nennt man G(x) = {g - x | g € G} die Bahn von x.
(ii) Gibt es ein x € X mit G(x) =X, dann ist die Gruppenoperation transitiv.

(iii) Die Elemente x € X mit G(x) = {x} heillen Fixpunkte der Gruppenoperation.

Allgemein bezeichnet man eine Teilmenge Y C X als G-invariant, wenn fiir alle g€ Gund y € Y jeweils g-y € Y
gilt. Dies ist gleichbedeutend mit G(y) C Y fiir alle y € Y. In diesem Fall kann die Gruppenoperation - zu einer
Abbildung

GxXY—Y , (&y)—gy

eingeschriankt werden, und man erhélt eine Gruppenoperation von G auf Y. Offenbar ist jede Bahn einer Gruppen-
operation G-invariant, ebenso jede Vereinigung von Bahnen.

Die folgende Beobachtung ist fiir nachfolgende Theorie von zentraler Bedeutung, dhnlich wie beim Satz von Lagrange
die Zerlegung einer Gruppe in Nebenklassen beziiglich einer Untergruppe.




Proposition 8.3 Die Menge 8 = {G(x) | x € X} der Bahnen ist eine Zerlegung von X.

Beweis: Wir iiberpriifen die in § 4, direkt im Anschluss an Lemmal4.2]angegebenen, Bedingungen fiir eine Zerlegung.
Jedes x € X ist wegen e; - x = x in G(x) enthalten. Also ist jede Bahn nichtleer, und jedes x € X ist in mindestens
einer Bahn enthalten. Wir zeigen nun, dass jedes Element in genau einer Bahn enthalten ist und beweisen dafiir: Ist
x € X und y € G(x), dann folgt G(x) = G(y). Wegen y € G(x) gibt es ein Gruppenelement g, € G mit g5+ x =y
und

&y = & (gx) = (g'8)x = erx = x
Wir iiberpriifen nun die Inklusionen G(x) € G(y) und G(x) 2 G(y). ,,C“ Seiz € G(x). Dann gibt es ein g € G mit
g+ x =gz. Es folgt (gggl) y=g- (go_1 -¥y) =g x =z und damit z € G(y). ,2“ Seiz € G(y). Dann existiert nach
Definition der Bahn G(y) ein g € G mit gy = z. Wir erhalten damit (ggy)-x =g (go-x) =gy =2, also z € G(x).
O

Ist die Gruppenoperation transitiv, so gibt es nur eine Bahn in X. Diese Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass je
zwei Elemente x,y € X in derselben Bahn liegen, also jeweils ein g € G mit g - x = y existiert. Dies bedeutet auch,
dass G(x) = X fiir alle x € X erfiillt ist.

(i) Die Gruppe S, operiert transitiv auf M,,. Sind ndmlich a, b € M,, mit a # b vorgegeben, dann gilt 7 -a = b fiir
7 = (a b). Also liegen je zwei Elemente in derselben Bahn.

(ii) Seinun G =S, und U = (o) die vom Element o = (1 2 5)(3 4)(6 7) erzeugte, zyklische Untergruppe der
Ordnung 6. Fiir jedes n € Z gilt o"(1) € {1,2,5}, wie man mit vollstindiger Induktion leicht iiberpriift. Die
Bahn von 1 ist also durch U(1) = {1,2,5} gegeben. Zugleich ist dies auch die Bahn der Elemente 2 und 5.
Ebenso sieht man U(3) = U(4) = {3,4} und U(6) = U(7) = {6, 7}.

Ist allgemein o € S,, ein Produkt disjunkter Zykel, dann bilden die Tréger der Zykel genau die Bahnen der Operation
von (o) auf M, mit mehr als einem Element. Damit kann gezeigt werden, dass jedes Element o € S,, eine bis auf
Reihenfolge eindeutige Darstellung als Produkt disjunkter Zyklen besitzt.

Satz 8.4 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert, und x € X. Dann ist die Teilmenge
G, ={g € G| g-x = x} eine Untergruppe von G. Man nennt sie den Stabilisator von x.

Beweis: Wegen e - x = x gilt e; € G,.. Seien nun g,h € G, vorgegeben. Dann gilt g - x = x und h - x = x. Es folgt
(gh)-x=g-(h-x)=g-x = x. Dies zeigt gh € G,. Ferner gilt g™' - x =g ! -(g-x) = (g7 'g) - x = eg-x = x und
somit also auch ¢! € G,. O

Wieder betrachten wir eine Reihe von Beispielen.
(i) Wir betrachten die Operation von G = S, auf X = M,. Der Stabilisator G, des Elements 4 € X besteht nach
Definition aus allen o € G mit ¢ - 4 = o(4) = 4, also allen Permutationen mit 4 ¢ tr(c). Es gilt also

G, = {id,(12),(13),(23),(123),(132)}.
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(ii) In der Untergruppe U von S, aus Beispiel (i) von oben ist der Stabilisator von 3 durch die dreielementige
Untergruppe (o2) gegeben. Denn fiir jedes m € Z gilt c™(3) = 3 genau dann, wenn m eine gerade Zahl ist.
Der Stabilisator von 1 ist die Untergruppe (o>) der Ordnung 2.

(iii) Sei V=R2, G =GL(V)und X = V. Ist v = e;, dann besteht G, genau aus den Matrizen der Form

1
(0 Z) mit a,beR, b#0 ,

denn an der ersten Spalte der Matrix kann abgelesen werden, dass e; = (1,0) auf sich abgebildet wird. Fiir
den Nullvektor gilt Gy ) = G.

Proposition 8.5 Sein € IN mit n > 2. Wie wir bereits festgestellt haben, existiert eine natiirli-
che Gruppenoperation der symmetrischen Gruppe S, auf der Menge M,,. Der Stabilisator (S,),
ist eine zu S,,_; isomorphe Untergruppe von S,,.

Beweis: Man {iberpriift leicht, dass durch die Zuordnung o — oy, _, eine Bijektion zwischen (S,), und S,_; definiert
ist. Denn jedes o € (S,), bildet n auf n und M,,_, bijektiv auf M,,_; ab, somit ist o[y,  tatsdchlich ein Element in
S,_1. Umgekehrt kann offenbar jedes T € S,_; durch 1(k) = 7(k) fiir 1 <k <n—1 und t(n) = n zu einem Element
T €(S,), fortgesetzt werden. Die Zuordnungen (S,), = S;,—1, 0 — ol _ und S,_; = (S,),, T — 7 sind zueinander
invers, also handelt es sich um Bijektionen. Aulierdem ist die erste Zuordnung ein Gruppenhomomorphismus, denn
fir alle o, p € (S,,), ist wegen p(M,,_;) € M,,_, die Komposition o |y, °ply, , definiert (der Wertebereich von p|y,
ist im Definitionsbereich von o[y enthalten), und es gilt (o o p)ly,_, = oly,_, © ply, - Insgesamt liegt also ein
Isomorphismus (S,), = S,_; Vor. i

Ebenso kann man zeigen, dass der Stabilisator (S,,); fiir 1 < k < n—1 isomorph zu S,_; ist. Insgesamt sind in S, also
n zu S,_; isomorphe Untergruppen enthalten.

Satz 8.6 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert, und sei x € X. Dann gibt es eine
Bijektion ¢, : G/G, — G(x) mit ¢,(gG,) = g - x fiir alle g € G. Ist insbesondere X endlich,
dann ist auch der Index (G : G,) endlich, und es gilt (G : G,) = |G(x)|.

Beweis: Fiir die Existenz der Abbildung ¢, geniigt es nach Satz zu lberpriifen, dass fiir alle g,h € G aus der
Bedingung g =, h (gegeben durch h € gG,.) jeweils g-x = h-x folgt. Dies ist tatsachlich der Fall. Ist ndmlich h € gG,,
also h = gg, fiirein g, € G,, dann folgt h- x =(gg;) x=g-(g,-x) =g x.

Die Abbildung ¢, ist surjektiv: Ist ndmlich y € G(x) vorgegeben, dann existiert nach Definition der Bahn ein Element
g € G mit g - x = y, und wir erhalten ¢,(gG,) = y. Nun beweisen wir noch die Injektivitit. Seien g,h € G/G, mit
$.(8) = ¢, (h) vorgegeben. AuRerdem seien g,h € G so gewihlt, dass § = gG, und h = hG, gilt. Nach Definition
der Abbildung ¢, gilt g-x = ¢,(gG,) = ¢,(hG,)=h-x, also

(g'W)x = gl(hx) = gli(gx) = «x

Es folgt g'h € G, also § = gG, = g(g~'h)G, = hG, = h. O
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Ist inbesondere G eine endliche Gruppe, dann ist also die Linge |G(x)| jeder Bahn stets ein Teiler der Gruppenord-
nung |G|. Denn nach dem Satz von Lagrange ist (G : G,.) ein Teiler von |G|, und nach Satzgilt |G(x)| =(G:G,).

Wir kommen nun zu einer erste wichtigen Anwendung der Gruppenoperationen. Der Satz von Cayley besagt, dass
jede endliche Gruppe isomorph zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe S, ist, unter der Voraussetzung,
dass n grofd genug gewdahlt wird. Dieses Ergebnis beruht auf dem folgenden allgemeinen Zusammenhang zwischen
Gruppenoperationen und Homomorphismen.

Satz 8.7 Sei G eine Gruppe und X eine Menge.

(i) Ista:GxX — X eine Gruppenoperation, dann kann jedem g € G durch 7,(x) = a(g, x)
ein Element aus Per(X) zugeordnet werden. Die Abbildung G — Per(X), g — T, ist ein
Gruppenhomomorphismus.

(ii) Seiumgekehrt ¢ : G — Per(X) ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist durch a : GxX —
X mit a(g,x) = ¢(g)(x) eine Gruppenoperation gegeben.

Beweis: zu (i) Zunéchst tberpriifen wir, dass 7, fiir jedes g € G eine bijektive Abbildung ist. Seien x,y € X. Aus
To(x) = 7,(y) folgt a(g, x) = a(g, y), und es gilt

x = aleg,x) = alglgx) = alghalg,x) = alghalgy)
= algley) = alegy) = v
Also ist die Abbildung 7, injektiv. Ist y € X vorgegeben, dann setzen wir x = a(g™!,x). Es gilt dann To(x) =
a(g,x)=a(g,a(g™t,y)) =a(gg,y) = aleg,y) = y. Dies beweist die Surjektivitit von T,. Somit ist 7, fiir jedes

g € G ein Element von Per(X). Nun zeigen wir, dass durch g — 7, ein Gruppenhomomorphismus gegeben ist. Seien
dazu g,h € G vorgegeben. Fiir jedes x € X gilt

(tgot)x) = 7,(tp(x)) = 7.lalh,x)) = a(g,alhx)) = a(ghx) = z4x).
Also ist die Abbildung g — 7, vertréglich mit den Verkniipfungen auf G und Per(X).

zu (i) Seien g,h € G und x € X gegeben. Wir miissen die definierenden Gleichungen einer Gruppenoperation
nachrechnen. Weil ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist, wird e, auf das Neutralelement idy von Per(X) abgebildet.
Esfolgt a(eg, x) = ¢p(ez)(x) = idy(x) = x. Die Homomorphismus-Eigenschaft liefert auBerdem ¢ (gh) = ¢(g)o¢ (h).
Also gilt

a(gh,x) = ¢@h)(x) = (¢(ged(M(x) = ¢(Qe(M)(x)) =
a(g, ¢(M)(x)) = a(g,alh,x)). O
Die Gruppenoperation im Beispiel (i) von oben kommt durch den identischen Homomorphismus auf G = S, die

Operation im Beispiel (ii) durch die Inklusionsabbildung GL(V) — Per(V) zu Stande. Jedes Element aus GL(V') ist
inbesondere eine bijektive Abbildung auf V.




Proposition 8.8 Sei G eine Gruppe. Dann ist durch GXG — G, g-h = gh eine Gruppenoperation
von G auf sich definiert. Man bezeichnet diese als Operation durch Linkstranslation.

Beweis: Wir tiberpriifen, dass die definierenden Gleichungen einer Gruppenoperation erfiillt sind: Fiir alle h € G gilt
eg-h=eg =h.Sind gy, ¢, € G vorgegeben, dann ist g - (g5 - h) = g1 - (82h) = g1(g2h) = (8182)h = (g182)-h. O

Satz 8.9 (Satz von Cayley)

Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Dann gibt es einen Monomorphismus G — S,,. Mit anderen
Worten, G ist isomorph zu einer Untergruppe von S,,.

Beweis: Nach Proposition operiert G durch Linkstranslation auf sich selbst, und nach Satz ist durch g — 7,
T4(h) = g-h ein Homomorphismus ¥ : G — Per(G) definiert. Dieser Homomorphismus ist injektiv. Sei némlich g € G
mit ¥(g) = 7, = id; vorgegeben. Dann gilt insbesondere g = geg = T,(eg) = idg(eg) = eg. Damit ist die Injektivitét
von ¥ bewiesen.

Dariiber hinaus gibt es wegen |G| = n eine Bijektion ¢ : M,, — G, wobei M,, = {1, ..., n} ist. Wie man leicht iiberpriift,
gilt p oo 0 p~! € Per(G) fiir alle o € S,,, und & : S,, — Per(G), 0 — ¢ oo 0 ¢! ist ein Isomorphismus von Gruppen.
Ingesamt ist ® 1 oW : G — S, also ein Monomorphismus, der einen Isomorphismus zwischen G und der Untergruppe
(&1 o ¥)(G) von S, definiert. O

Wenden wir uns nun als nachstem Thema der Formulierung der Bahngleichung zu.

Definition 8.10 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert, 8 die Menge der Bahnen
dieser Operation und ¥ C 2 eine Teilmenge. Eine Teilmenge R € X wird Repréisentantensy-
stem von & genannt, wenn G(x) € & fiir alle x € R gilt und die Abbildung R —» &, x — G(x)
bijektiv ist.

Damit erhalten wir im Fall einer endlichen Menge X

Satz 8.11 (Bahngleichung)
Sei G eine Gruppe, die auf einer endlichen Menge X operiert. Sei F C X die Fixmpunktmenge der
Operation und R C X ein Représentantensystem der Menge aller Bahnen G(x) mit mindestens
zwei Elementen. Dann gilt
X| = [|Fl+Y.(G:G,)
xeR

und (G : G,) > 1 fiir alle x €R.

Beweis: Sei 8 die Menge aller Bahnen, ¥ C % die Teilmenge aller Bahnen der Lange > 1 und R C X ein Re-
prasentantensystem von .. Weil die einelementigen Bahnen genau die Mengen {x} mit x € F sind, ist F UR ein
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Représentantensystem von %, und die Mengen R und F sind disjunkt. Weil X die disjunkte Vereinigung der Mengen
aus 4 ist und nach Definition des Reprédsentantensystems fiir jedes B € 98 genau ein x € F UR mit B = G(x) existiert,

gilt
X = DBl = DLI6W)I = DG+ Y IG)
Be% X€FUR xX€F X€R
= D+ DI6M = [Fl+ Y Gl
x€F X€ER X€R

Durch Anwendung von Satz erhalten wir [X| = |F| + > (G : G,). Aus der Voraussetzung |G(x)| > 1 folgt
auflerdem jeweils (G : G,) > 1, fiir alle x €R. m|

Wir betrachten nun ein weiteres Beispiel fiir die Operation einer Gruppe auf sich selbst.

Proposition 8.12 Sei G eine Gruppe. Dann ist durch GxG — G, (g,h) — ghg~! eine Operation
von G auf sich selbst definiert. Man bezeichnet diese als Operation durch Konjugation.

Beweis: Seien g, g,,h € G vorgegeben. Dann gilt e; - h = eGheE1 =h und
g1-(g2'h) = g1(ghgy) = @inhgr sl = (@gdh(g18)™" = (818)h O

Die Bahnen der soeben definierten Operation bezeichnet man als Konjugationsklassen, und zwei Elemente, die in
derselben Bahn liegen, nennt man zueinander konjugiert.

Proposition 8.13 Der Stabilisator eines Elements h € G unter der Operation durch Konjugation
ist gegeben durch C;(h) = {g € G | gh = hg}. Man bezeichnet diese Untergruppe von G als
Zentralisator von h. Die Fixpunkte der Operation sind die Elemente der Menge

Z(G) = {geG|gh=hgVheG} ,

dem sogenannten Zentrum. Auch Z(G) ist eine Untergruppe, dariiber hinaus sogar ein Normal-
teiler von G.

Beweis: Sei Gy der Stabilisator von h. Fiir alle g € G gilt dann
g€G, & g-h=h & ghg'l=h < gh=hg & geCyzh) ,

somit haben wir G, = Cg(h) gezeigt. Aus der Gleichung folgt auch, dass C;(h) eine Untergruppe von G ist. Ein
Element h € G ist genau dann ein Fixpunkt der Operation, wenn g -h = h <& gh = hg fiir alle g € G erfiillt ist. Dies
ist gleichbedeutend damit, dass h in Z(G) liegt.

Wir tiberpriifen nun die Untergruppen-Eigenschaft von Z(G). Wegen e;g = geg fiir alle g € G ist eg im Zentrum
enthalten. Sind g,h € Z(G), dann gilt fiir jedes g’ € G die Gleichung g’(gh) = gg’h = (gh)g’. Also ist auch das
Produkt gh in Z(G) enthalten. AuRerdem ist g'g™! = (gg" ) ' =(g''g) ' =g g, also g7 € Z(G). Ist g € Z(G)
und h € G beliebig, dann gilt hgh™ = ghh™! = g € Z(G). Damit ist auch die Normalteiler-Eigenschaft von Z(G)
nachgewiesen. |

Ist G eine Gruppe und N ein Normalteiler, dann gilt gng™' € N fiir alle g € G und n € N. Durch G x N — N,
g-n=gng ! ist also auch eine Operation von G auf N definiert.
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Satz 8.14 (Klassengleichung)

Sei G eine endliche Gruppe, die durch Konjugation auf sich selbst operiert. Sei R ein Représen-
tantensystem der Bahnen mit Lange > 1. Dann gilt

Gl = 1Z(G)|+).(G: Cslg)).

g€R

Beweis: Dies ist ein Spezialfall der Bahngleichung, wenn man die Beschreibung der Fixpunktmenge und der Stabi-
lisatoren aus Proposition beriicksichtigt. m|

Ist ein Element o € S, \ {id} ein Produkt von r Zyklen der Langen ki, ...,k, mit r > 1 und k; > ... > k. > 2, dann
nennt man (kq, ..., k,) den Zerlegungstyp von o. Zum Beispiel hat das Element (1 2 3 4)(5 6 7)(8 9 10) € S;, den
Zerlegungstyp (4, 3, 3). Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die Zerlegungstypen genau den Konjugationsklassen in S,
entsprechen, d.h. zwei Elemente 0,7 € S, ungleich id sind genau dann konjugiert zueinander, wenn sie denselben
Zerlegungstyp besitzen.

Die Anzahl der Elemente eines festen Zerlegungstyps kann durch einfache kombinatorische Uberlegungen bestimmt
werden. Auf diese Weise kann fiir jedes S, die Klassengleichung aufgestellt werden. Fiir S, lautet sie beispielsweise

IS4/ = 24 = 14+6+8+6+3 ,

weil S, neben Z(S,) = {id} aus sechs Transpositionen, acht 3-Zyklen, sechs 4-Zyklen und drei Doppeltranspositionen,
also Elementen vom Zerlegungstyp (2, 2), besteht.

Sei p eine Primzahl. Bereits im Kapitel § 6 haben wir den Begriff der p-Gruppe eingefiihrt; dabei handelte es sich
um Gruppen von p-Potenzordnung. Wahrend wir dort in erster Linie an kommutativen Gruppen interessiert waren,
werden wir hier beliebige p-Gruppen betrachten.

Satz 8.15 Sei G eine nichttriviale p-Gruppe. Dann ist das Zentrum Z(G) von G ebenfalls nicht-
trivial, besteht also aus mindestens p Elementen.

Beweis: Seir € INmit |G| = p”. Wir stellen fiir die Gruppe G die Klassengleichung auf. Sei R ein Reprasentantensystem
der Konjugationsklassen von G, die aus mehr als einem Element bestehen. Nach Satz gilt dann

G = 12(G®)|+).(G: Cslg)).

g€R

Die Zahl |G| ist nach Voraussetzung durch p teilbar. Die Indizes (G : C;(g)) sind Teiler > 1 von p" und wegen
(G : Cz(g)) > 1 somit ebenfalls Vielfache von p. Damit muss auch |Z(G)| durch p teilbar sein. Wegen e; € Z(G) ist
|Z(G)| > 0, und das kleinste positive Vielfache von p ist die Zahl p selbst. m|

Lemma 8.16 Ist G eine Gruppe mit der Eigenschaft, dass die Faktorgruppe G/Z(G) zyklisch
ist, dann ist G selbst abelsch.




Beweis: SeiN = Z(G) und g € G so gewahlt, dass § = gN die Faktorgruppe G/N erzeugt. Seien aullerdem g;,2, € G
beliebig vorgegeben. Zu zeigen ist die Gleichung g;8, = g,8;.- Wegen G/N = (g) gibt es m,n € Z mit g;N = g™,
g,N = g". Insbesondere gilt g, € g"N, g, € g"N, also gibt es Elemente a,b € N mit g; = g™a und g, = g"b. Weil
a und b als Elemente des Zentrums mit jedem Gruppenelement vertauschbar sind, erhalten wir

8182 = gMag"b = ghglab = g"Mab = g"gMab = g"bg"a = gg&. |

Satz 8.17 Sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe der Ordnung p? abelsch. Bis auf Isomorphie
sind also Z/p%Z und Z/pZ x 7./ pZ. die einzigen Gruppen der Ordnung p2.

Beweis: Sei G eine Gruppe mit |G| = p2. Als p-Gruppe besitzt G nach Satz ein nichttriviales Zentrum Z(G). Da
|Z(G)| ein Teiler von p? ist, kann somit nur |Z(G)| = p oder |Z(G)| = p? gelten. Im Fall |Z(G)| = p? gilt Z(G) = G.
Jedes Element aus G ist dann mit jedem anderen vertauschbar, also ist G abelsch. Im Fall |Z(G)| = p ist |G/Z(G)| =
P _

& =pvon Primzahlordnung, die Faktorgruppe G/Z(G) also zyklisch und G nach Lemma abelsch. m|

Satz 8.18 Jede p-Gruppe ist auflosbar.

Beweis: Sei G eine p-Gruppe, |G| = p" fiir ein n € IN,. Wir beweisen die Aussage durch vollstandige Induktion {iber
n. Fir n < 2 ist G nach Satz abelsch und somit auflésbar. Sei nun n > 3, und setzen wir die Aussage fiir Werte
kleiner als n voraus. Nach Satz ist Z(G) eine nichttrivale Untergruppe von G, wegen Proposition dariiber
hinaus ein Normalteiler von G. Ist G = Z(G), dann ist G wiederum abelsch und damit auflésbar. Ansonsten sind
durch Z(G) und G/Z(G) zwei p-Gruppen kleinerer Ordnung als G gegeben, so dass wir die Induktionsvoraussetzung
anwenden koénnen. Also sind Z(G) und G/Z(G) auflésbar. Nach Satz (ii) folgt daraus auch die Auflosbarkeit
von G. O




§9. Die Sylowsditze

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt leiten wir als besondere Anwendung aus der Theorie der
Gruppenoperationen die bekannten Sylowsitze her. Diese ermoglichen weitreichende Aussagen iiber die
sog. p-Sylowgruppen einer endlichen Gruppe; dabei handelt es sich um die Untergruppen maximaler p-
Potenzordnung. In einigen Fillen lassen sich auf diese Weise sogar alle Gruppen einer festen Ordnung bis auf
Isomorphie klassifizieren, was wir am Ende des Kapitels anhand zweier konkreter Beispiele demonstrieren.

Die wesentliche Idee beim Beweis der Sylowsétze besteht darin, die endliche Gruppe auf der Menge ihrer
p-Sylowgruppen operieren zu lassen, wobei nicht nur die Operation der gesamten Gruppen, sondern auch
die Operation der p-Untergruppen dieser Menge beriicksichtigt wird. Die im letzten Abschnitt entwickelten
Grundlagen zum Thema Gruppenoperationen, inbesondere die Bahngleichung, spielen beim Beweis die ent-
scheidende Rolle. Die gewiinschten Ergebnisse erhalten wir durch die detaillierte Untersuchung der Stabilisa-
toren dieser Gruppenoperation.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze
— Operation einer Gruppe auf der Menge ihrer — Satz lber die Existenz von p-Untergruppen
Untergruppen (Normalisatoren als Stabilisa- (,Nullter Sylowsatz*)

toren dieser Operation) . .
— Erster, Zweiter und Dritter Sylowsatz

— p-Untergruppen und Sylowgruppen einer

endlichen Gruppe — Anwendungen der Sylowsétze:

Klassifikation der Gruppen der Ordnung 15 und der
Gruppen der Ordnung 2p fiir eine beliebige Primzah-
len p

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einer weiteren Anwendung der Bahngleichung.

Satz 9.1 (,Nullter Sylowsatz*)

Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und k € IN, derart, dass p* ein Teiler der Gruppen-
ordnung |G| ist. Dann gibt es in G eine Untergruppe der Ordnung p*.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion iiber n = |G|. Fiir n = 1 ist 1 die einzige Prim-
zahlpotenz, die n teilt, und daher braucht nichts gezeigt werden. Sei nun n > 1, und setzen wir die Aussage fiir alle
kleineren Gruppenordnungen als giiltig voraus. Sei G eine Gruppe der Ordnung n und p* eine Primzahlpotenz, die
n teilt, wobei wir k > 0 annehmen koénnen. Wir unterscheiden nun zwei Fille.

1. Fall: Es gibt eine Untergruppe H € G mit p } (G : H).
Dann ist p* wegen |G| = (G : H)|H| auch ein Teiler von |H|. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es in H eine Unter-
gruppe U der Ordnung p¥, und natiirlich ist U auch eine Untergruppe von G.
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2. Fall: Fiir jede Untergruppe H < G ist p ein Teiler von (G : H).
In diesem Fall stellen wir die Klassengleichung fiir G auf. Bezeichnet R ein Reprédsentantensystem der Konjugations-
klassen mit mehr als einem Element, dann gilt

Gl = 1Z(@)|+).(G:Cslg))

g€R

Auf Grund unserer Voraussetzung sind die Zahlen (G : C;(g)) ebenso wie |G| alle durch p teilbar, somit ist auch
|Z(G)| ein Vielfaches von p. Daraus folgt, dass Z(G) ein Element der Ordnung p enthélt. Denn nach Satz ist
isomorph zu einem dufleren direkten Produkt zyklischer Gruppen Cj, ..., C,; darunter muss zumindest eine mit p | |C;]|
sein. Ist h € C; ein Erzeuger, dann ist g = h!%!/P nach Satz ein Element der Ordnung p. Damit ist N = (g) eine
Untergruppe der Ordnung p.

Wegen N C Z(G) ist N ein Normalteiler von G. Sind nimlich n € N und g € G beliebig vorgegeben, dann gilt gng™ =
g¢ 'n=n € N. Wir bilden nun die Faktorgruppe G = G/N. Wegen |G| < |G| kénnen wir die Induktionsvoraussetzung
anwenden und erhalten eine Untergruppe U von G der Ordnung p*~!. Sei U = n~!(U) das Urbild von U unter dem
kanonischen Epimorphismus 7 : G — G/N. Wegen U = U/N und nach dem Satz von Lagrange gilt |U| = |U|-|N| =
p*'p =p~. O

In endlichen abelschen Gruppen kann man sogar fiir jeden Teiler d der Gruppenordnung eine Untergruppe der Ord-
nung d finden. Dies kann aus Satz abgeleitet werden, wenn man noch beriicksichtigt, dass nach Satz[3.10]eine
endliche zyklische Gruppe zu jedem Teiler ihrer Gruppenordnung eine (eindeutig bestimmte) Untergruppe dieser
Ordnung besitzt. Fiir nicht-abelsche Gruppen ist die Aussage fiir beliebige Teiler aber falsch. Beispielsweise kann
man zeigen, dass die alternierende Gruppe A, keine Untergruppe der Ordnung 6 besitzt, obwohl 6 ein Teiler von
|A,| =12 ist.

Folgerung 9.2 (Satz von Cauchy)
Ist G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von |G|, dann existiert in G ein Element der
Ordnung p.

Beweis: Nach Satz gibt es in G eine Untergruppe U der Ordnung p. Als Gruppe von Primzahlordnung ist U
nach Folgerung (ii) zyklisch, es gibt also ein g € U mit U = (g). Nach Definition der Elementordnung gilt
ord(g) = [(g)| = [U| =p. O

Wenden wir uns nun dem eigentlichen Thema dieses Abschnitts zu.

Definition 9.3 Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der Ordnung n = p"m, wobei
m und p teilerfremd sind. Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung p® mit
0 <s <r.Istr =s, dann sprechen wir von einer p-Sylowgruppe.

Um die Sylowsétze zu beweisen, miissen wir einen neuen Typ von Gruppenoperationen betrachten, bei dem eine
Gruppe G auf der Menge ihrer p-Sylowgruppen operiert.




Lemma 9.4 Sei G eine Gruppe. Fir jedes g € G ist durch 7, : G —» G, h — ghg™! ein
Automorphismus von G definiert.

Beweis: Zunacht iiberpriifen wir, dass 7, ein Endomorphismus ist. Fiir h,,h, € G gilt

4
Tg(hlhz) = ghih,g™' = (ghig " )(ghg™) = Tg(hl)Tg(hZ)'

Damit ist die Endomorphismus-Eigenschaft nachgewiesen. Auerdem ist 7,1 offenbar die Umkehrabbildung von 7,.
Also 7, bijektiv und somit ein Automorphismus von G. m|

Wir erinnern an die in § 7 eingefiihrte Definition des Normalisators N;(U) einer Untergruppe U einer Gruppe G. Dies
war die Definition aller Elemente g € G mit gUg ™! = U. Es handelte sich bei N;(U) um die gréfte Untergruppe von
G mit U als Normalteiler.

Proposition 9.5 Sei G eine Gruppe und % die Menge der Untergruppen von G.

(i) Durch Gx % — %, (g,U)— g-U mit g-U = gUg ! ist eine Gruppenoperation von G
auf % definiert.

(i) Liegen zwei Elemente U,V € % in derselben Bahn, dann sind sie isomorph.

(iii) Fiir jedes U € % ist der Normalisator N;(U) genau der Stabilisator von U beziiglich der
Gruppenoperation.

Beweis: zu (i) Nach Definition gilt g - U = 7,(U) fiir alle g € G und U € %, mit dem 7, aus Lemma Wegen
der Automorphismus-Eigenschaft von 7, ist 7,(U) auch wieder eine Untergruppe von G, es gilt also g - U € %. Die
beiden Bedingungen fiir eine Gruppenoperation rechnet man unmittelbar nach: Sind g,h € G und U € %, dann gilt
eq-U=egUe;' =U und

g-(h-U) = g-(hUR") = ghUhg™' = (gh)U(gh)™" = (gh)-U.

zu (i) Liegen U,V € % in derselben Bahn, dann gibt es ein g € G mit V = g - U = 7,(U). Weil 7, ein Automor-
phismus von G ist, sind U und 7,(U) isomorph.

zu (iii) Fir jedes U € % und jedes g € G ist g € G, nach Definition dquivalent zu g - U = U und zu g € N;(U), also
ist Ng(U) der Stabilisator von U. m|

Lemma 9.6 Sei G eine Gruppe mit Untergruppen S, H, und es gelte hSh™ = S fiir alle h € H.
Dann ist das Komplexprodukt HS eine Untergruppe von G, und es gilt S < HS.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass aus der Voraussetzung hSh™! = S fiir alle h € H die Gleichung HS = SH folgt.
Sei a € HS vorgegeben. Dann gibt es Elemente h € H und s € S mit hs = a. Auf Grund der Voraussetzung liegt hsh™
in S und somit hs = (hsh™!)h in SH. Dies beweist die Inklusion HS C SH. Sei nun umgekehrt b € SH vorgegeben,
b =sh mits € S und h € H. Dann liegt h™'sh in h"!Sh = S, und es folgt sh = h(h~'sh) € HS.

Wir kénnen nun Lemma [5.5] iiber Komplexprodukte anwenden. Demzufolge ist HS eine Untergruppe von G. Zum
Beweis von S < HS bestimmen wir den Normalisator von S in HS. Wegen hSh™! = S fiir alle h € H gilt H C Ny4(S),
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und wegen sSs™! C S fiir alle s € S ist auch S in Ny4(S) enthalten. Jede Untergruppe von HS, die S und H enthilt,
stimmt offenbar mit HS iiberein. Es gilt also Nys(S) = HS, und aus der Eigenschaft S < Ny4(S) des Normalisators,
siehe Proposition|[7.6] folgt S < HS. O

Wir kénnen nun unser Hauptresultat formulieren und beweisen.

Satz 9.7 Sei G eine Gruppe der Ordnung n, p eine Primzahl und n = mp" mit p { m.

(i) Erster Sylowsatz: Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe enthalten.
(i) Zweiter Sylowsatz: Je zwei p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert.

(iii) Dritter Sylowsatz: Fiir die Anzahl v, der p-Sylowgruppen gilt v, =1 mod p und v, [ m.

Beweis: Zunéchst definieren wir uns eine geeignete Gruppenoperation und betrachten dazu die Operation durch
Konjugation von G auf der Menge ¥ der Untergruppen der Untergruppen von G. Nach Satz[9.1] gibt es mindestens
eine p-Sylowgruppe P € ¥. Die Bahn % = G(P) eine G-invariante Teilmenge. Weil nach Proposition je zwei
Elemente in derselben Bahn isomorph sind, besteht %/ ausschlie3lich aus p-Sylowgruppen. Ebenfalls auf Grund von
Proposition [9.5]ist N;(P) der Stabilisator von P beziiglich der Operation.

Wir zeigen nun, dass p teilerfremd zu |%| ist. Auf Grund des allgemeinen Zusammenhangs aus Satz zwischen
Bahnlénge und Index des Stabilisators gilt zunichst |%| = |G(P)| = (G : Ng(P)). Wegen P C N;(P) und auf Grund
der Gleichung aus dem Satz[4.8|von Lagrange gegeben durch |Ng(P)| = |P| - (Ng(P) : P) erhalten wir

16 _ 16l INg(P)
P INGP)IP]

(G:P) (G : N(P))(NG(P) : P).

Somit ist |%| = (G : Ng(P)) ein Teiler von m = (G : P). Da m teilerfremd zu p ist, gilt dies auch fiir |%/|.

zu (i) Sei H eine beliebige p-Untergruppe. Wir betrachten die Operation von H auf % durch Konjugation und
zeigen, dass mindestens ein Fixpunkt existiert. Dariiber hinaus zeigen wir, dass jede Untergruppe S, die als Fixpunkt
der Operation auftritt, die Untergruppe H enthilt.

Die Menge % zerfallt unter der Operation von H disjunkt in eine gewisse Anzahl von Bahnen. Ist 8 eine solche
Bahn, dann ist | | ein Teiler von |H| und somit eine p-Potenz. Sei F die Menge der Fixpunkte und & ein Repréisen-
tantensystem der Bahnen mit Lange > 1. Weil |%| teilerfremd zu p ist, muss es auf Grund der Bahngleichung

|%| = |F|+ ) (H:Hy)
Uez

aus Satz mindestens einen Fixpunkt S € %8 unter dieser der Operation geben.

Wir beweisen nun die Inklusion H C S. Die Fixpunkt-Eigenschaft bedeutet gerade hSh™! = S fiir alle h € H. Nach
Lemmal(9.6|ist das Komplexprodukt HS jedenfalls eine Untergruppe von G und S ein Normalteiler von HS. Nach dem
Isomorphiesatz, Satz(5.15] gilt H/(HNS) = HS/S und somit

H| _ |HS|
[HNS| S|

_ HIIS|
[HNS|

|HS|




Mit |S| und |H| ist also auch |[HS| eine p-Potenz. Aus HS 2 S und der p-Sylowgruppen-Eigenschaft von S folgt, dass
HS =S und somit H € S gilt.

zu (ii) Sei P’ eine beliebige p-Sylowgruppe in G. Wie wir in (i) gezeigt haben, gibt es ein Element P” € % mit
P’ C P”. Weil P’ und P’ dieselbe Ordung haben, gilt P’ = P”. Weil P” in derselben Bahn wie P liegt, gibtesein g € G
mit P’ =P” = gPg™ L.

zu (iii) Aus (ii) folgt, dass % = G(P) bereits die Menge aller p-Sylowgruppen von G ist und somit v, = [%| = (G :
Ng(P)) gilt. Bereits am Anfang des Beweises wurde gezeigt, dass dies ein Teiler von m = (G : P) ist. Zum Beweis der
Kongruenz betrachten wir die Operation von P auf % . Nach Teil (i) ist P in jeder p-Sylowgruppe enthalten, die unter
dieser Operation fest bleibt. Da P auf Grund seiner Ordnung in keiner anderen p-Sylowgruppe als P selbst liegen
kann, ist P der einzige Fixpunkt dieser Operation, und der Rest von % zerfillt in Bahnen von p-Potenzldnge > 1.
Bezeichnen wir mit R ein Repriasentantensystem dieser Bahnen, dann gilt auf Grund der Bahngleichung

v, = |% = |{PH+Y.(P:Py).

UeR

Wegen [{P}| = 1, und weil es sich bei den Bahnlangen (P : Py;) = |P(U)| um p-Potenzen > 1 handelt, ist die rechte
Seite der Gleichung kongruent zu 1 modulo p. m|

Folgerung 9.8 Sei G eine Gruppe und p eine Primzahl. Eine p-Sylowgruppe P ist genau dann
ein Normalteiler von G, wenn die Anzahl v, der p-Sylowgruppen von G gleich 1 ist.

Beweis: ,=“ Ist P’ eine weitere p-Sylowgruppe, dann ist P’ nach Teil (ii) der Sylowsétze zu P konjugiert. Es gibt
also ein g € G mit P’ = gPg~!. Weil P ein Normalteiler von G ist, folgt P’ = gPg~! = P und somit v,=1. ,&“ Sei
g € G. Dann ist nach Proposition (iii) die Untergruppe gPg ! isomorph zu P. Insbesondere hat gPg ™" dieselbe
Ordnung wie P und ist somit eine p-Sylowgruppe. Wegen v, = 1 muss gPg! = P gelten. Weil g beliebig gewihlt
war, folgt daraus die Normalteiler-Eigenschaft von P. O

Als erstes Anwendungsbeispiel fiir die Sylowsétze beweisen wir

Lemma 9.9 Jede Gruppe der Ordnung 15 besitzt einen Normalteiler der Ordnung 3 und einen
Normalteiler der Ordnung 5.

Beweis: Sei G eine Gruppe mit |G| = 15, und fiir jede Primzahl p sei v, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Wegen
Teil (iii) der Sylowsétze ist v4 ein Teiler von 5, also v5 € {1,5}, und es gilt v; =1 mod 3. Da5# 1 mod 3 ist, bleibt
als einzige Moglichkeit v; = 1. Die einzige 3-Sylowgruppe ist nach Folgerung [9.8] ein Normalteiler von G. Wenden
wir Teil (iii) der Sylowsétze auf die Anzahl der 5-Sylowgruppen an, dann erhalten wir v|3, also vs € {1, 3}, und
us =1 mod 5. Wegen 3 1 mod 5 muss vs = 1 sein, und die einzige 5-Sylowgruppe ist wiederum ein Normalteiler
von G. O




Folgerung 9.10 Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.

Beweis: Sei G eine Gruppe mit |G| = 15. Nach Lemma [9.9]besitzt G Normalteiler N und U der Ordnungen 3 bzw. 5.
Weil [N| und |U| teilerfremd sind, gilt NNU = {e}. Die Untergruppe NU enthélt U und N, also ist [INU| ein Vielfaches
von 3 und zugleich ein Vielfaches von 5. Also ist |[NU| insgesamt ein Vielfaches von 15. Wegen NU C G und |G| = 15
folgt G = NU. Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass G ein direktes Produkt von N und U ist. Nach Proposition
[5.8| folgt daraus G = N x U. Als Gruppen von Primzahlordnung sind N und U nach Folgerung [4.13] zyklisch, es gilt
also N = Z/37 und U = Z/5Z.. Mit dem Chinesischen Restsatz, Satz[6.8} erhalten wir

G X NxU X Z/3ZxZ/57 = 7/15Z.

Insbesondere ist G zyklisch. |

Satz 9.11 Sei p eine ungerade Primzahl und G eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 2p.
Dann ist G isomorph zur Diedergruppe D,,.

Beweis: In Proposition[7.7]wurde eine Charakterisierung der Diedergruppen bis auf Isomorphie gegeben. Demnach
gilt G = D,, wenn Elemente g,h € G existieren, so dass die Bedingungen G = (g,h), ord(g) = p, ord(h) = 2
und ghgh = e; erfiillt sind. Wir werden dies nun mit Hilfe der Sylowsétze beweisen. Sei v, die Anzahl der p-
Sylowgruppen von G. Nach Teil (iii) der Sylowsétze ist v, ein Teiler von 2, es ist also nur v, € {1,2} méglich.
Dariiber hinaus gilt v, = 1 mod p. Daraus folgt v, = 1. Sei N die einzige p-Sylowgruppe von G, und sei g € N
ein erzeugendes Element dieser Untergruppe. Aullerdem sei H eine beliebige 2-Sylowgruppe von G und h € H ein
erzeugendes Element von H. Dann gilt ord(g) = p und ord(h) = 2. Dariiber hinaus ist auch G = (g, h) erfiillt.
Denn U = (g, h) ist eine Untergruppe von G, deren Ordnung von ord(g) = p und ord(h) = 2 geteilt wird. Wegen
ggT(2,p) =1 ist insgesamt 2p ein Teiler von |U|, was wegen |G| = 2p nur den Schluss U = G zulésst.

Wegen N < G gilt ANh = N. Das Element hgh liegt also in N, und folglich existiert ein b € Z mit hgh = g°.
Aus g¥° = (gb)? = (hgh)® = hg’h = h%gh® = e;ge; = g und ord(g) = p folgt b2 = 1 mod p. Wie wir in der
Zahlentheorie-Vorlesung zeigen werden, hat die Gleichung x> = 1 im Ring Z/pZ nur zwei Lésungen, nimlich +1.
Daraus folgt b = £1 mod p.

Betrachten wir zunéchst den Fall b = 1 mod p. Wir zeigen, dass in diesem Fall nicht nur N, sondern auch H ein
Normalteiler von G ist. Es gilt hgh = g, was zu hg = gh™! = gh und ghg™! = h umgeformt werden kann. Der
Normalisator Ng(H) von H = (h) in G enthilt damit auer h also auch das Element g. Daraus ergibt sich G = (g, h) C
Ng(H). Folglich ist in dieser Situation neben N auch die Untergruppe H nach Proposition|[7.6|ein Normalteiler von G.
Auf Grund der Teilerfremdheit von |H| = 2 und |N| = p gilt H NN = {e;}. Auf Grund der Normalteiler-Eigenschaft
von H (oder N) ist NH eine Untergruppe von G. Diese enthélt g und h, also auch G = (g, h), woraus G = NH folgt.
Insgesamt ist damit nachgewiesen, dass G ein inneres direktes Produkt von N und H ist. Nach Proposition gilt
also G = N x H. Als dulderes direktes Produkt zweier abelscher Gruppen ist N x H abelsch. Weil aber G nicht-abelsch
ist, haben wir damit gezeigt, dass der Fall b =1 mod p ausgeschlossen ist.

Somit bleibt b = —1 mod p als einzige Moglichkeit. Es folgt hgh = g® = g7, was zu ghgh = e; umgeformt werden
kann. Damit sind die charakteristischen Eigenschaften der Diedergruppe nachgewiesen, und wir erhalten G = D,
wie gewlinscht. |




§10. Korpererweiterungen und Erweiterungsgrad

Zusammenfassung. Um die Theorie der algebraischen Erweiterungen vorzubereiten, beschiftigen wir uns in
diesem Kapitel zundchst noch einmal allgemein mit der Kategorie der Korper allgemein und wiederholen bei
dieser Gelegenheit, was bereits aus der Zahlentheorie-Vorlesung bekannt ist. Im Mittelpunkt unserer Interesses
stehen dabei die Korpererweiterungen (fiir die C|R eines der einfachsten Beispiele ist), fiir die wir auch einen
passenden Typ von Homomorphismen, die sog. K-Homomorphismen, definieren.

Wir zeigen, wie die Elemente eines Erweiterungskorpers K (a), der von einem einzigen Element a erzeugt wird,
im Allgemeinen aussehen: Es handelt sich um die Elemente, die man dadurch erhélt, dass man a in rationale
Funktionen einsetzt, also in Quotienten von Polynomen f /g mit f, g € K[x]. SchlieRlich definieren wir noch
mit dem Grad einer Erweiterung eine wichtige Grof3e, mit der sich die Struktur von Koérpererweiterungen
untersuchen lasst. Diese wird im gesamten weiteren Verlauf der Vorlesung, bis hin zur Galoistheorie, eine
zentrale Rolle spielen.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze
— Teilkorper und Primkorper eines Korpers - Klassifikation der Primkorper
— Korpererweiterungen — Beschreibung der Elemente von einfachen

. . . Erweiterungen der Form K(a)|K
— Korperhomomorphismen und K-Homomorphismen

.. . — Gradformel
— Erzeugendensysteme von Korpererweiterungen

— Grad [L : K] einer Korpererweiterung

Die Definition der Kérper wurde bereits in der Erstsemester- und spater noch einmal, in leicht verdnderter aber
dquivalenter Form, in der Zahlentheorie-Vorlesung angegeben. Demnach ist ein Korper ein Ring K, dessen Einhei-
tengruppe durch K* = K \ {0} gegeben ist. Beispiele fiir Kérper sind Q, R und C. In der Zahlentheorie wurde auch
schon fiir jede Primzahl p ein Kérper definiert, der aus genau p Elementen besteht, ndmlich I, = Z/pZ.

Ein Teilkérper eines Korpers K ist ein Teilring L € K mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass fiir jedes a € L ungleich
Og auch das Inverse a™! in L enthalten ist. Um zu zeigen, dass eine Teilmenge L eines Kérpers K ein Teilkérper von K
ist, muss also insgesamt gepriift werden, dass 1y in L liegt, und dass fiir alle a, b € L auch a — b und ab in L liegen,
im Fall a # Og auch das Element a™!. Aus der Zahlentheorie ist bekannt, dass Null- und Einselement zweier Ringe
iibereinstimmen, wenn R ein Teilring von S ist. Dasselbe gilt natiirlich erst recht fiir Teilkorper.

Wie bei den Ringen ist leicht zu sehen, dass fiir jede Familie (L;);c; von Teilkorpern eines Koérpers K auch der Durch-
schnitt ()., L; ein Teilkérper von K ist. Bildet man den Durchschnitt iiber alle Teilkorper eines Korpers K, dann erhélt
man den kleinsten Teilkérper von K.

Definition 10.1 Sei K ein Korper. Dann wird der kleinste Teilkorper von K der Primkérper
von K genannt.




Enthalt K den Korper @ der rationalen Zahlen als Teilkorper, dann muss @ der Primkorper von K sein. Ist ndmlich F
ein beliebiger Teilkorper von K, dann muss dieser das Einselement von K enthalten, das mit 1 € Q) iibereinstimmt.
Durch vollstédndige Induktion zeigt man, dass n € F fiir alle n € IN gilt. Mit der Teilkorper-Eigenschaft von F folgt
daraus unmittelbar auch 0 € F und —n € F fiir alle n € IN, insgesamt also Z C F, und schlie8lich Q € F, da F unter
Kehrwertbildung und Multiplikation abgeschlossen ist. Weil QQ also in jedem Teilkorper von F enthalten ist, muss es
sich bei @ um den kleinsten Teilkoérper von K handeln.

Noch einfacher sieht man, dass fiir jeden Kérper K, der I, als Teilkérper enthilt, I, der Primkérper von K sein muss.
Denn jeder Teilkérper F von K muss das Einselement 1, von K enthalten, das mit 1 € IF, iibereinstimmt. Daraus
folgt auch @ € F fiir 1 < a < p, wobei p = 0 = Oy ist. Jeder Teilkdrper von F muss also I, enthalten.

Auch bei den Kérpern, die Q und IF, nicht als Teilkorper enthalten, ist die Struktur des Primkérpers dieselbe. Um hier
eine entsprechende Aussage zu formulieren, erinnern wir an den Begriff der Charakteristik eines Rings R, die wir in
der Zahlentheorie mit char(R) bezeichnet hatten. Im Fall, dass n - 13 # O fiir alle n € IN gilt, hatten wir char(R) =0
gesetzt, ansonsten auf die kleinste Zahl n € IN, fiir die n - 1z = Oy erfiillt ist. Dort hatten wir bereits festgestellt, dass
fiir Integritdtsbereiche, also erst recht fiir Kdrper, die Charakteristik entweder O oder eine Primzahl ist.

Satz 10.2 SeiK ein Korper und P sein Primkorper.

(i) Ist char(K) =0, dann gilt P = Q.
(i) Ist char(K) = p fiir eine Primzahl p, dann gilt P = I¥,.

Beweis: Aus der Zahlentheorie-Vorlesung ist bekannt, dass fiir jeden Ring R ein eindeutig bestimmter Ringhomo-
morphismus Z — R existiert, gegeben durch n — n - 1, fiir alle n € Z. Sei ¢ : Z — K dieser Homomorphismus fiir
R =K. Mit Hilfe von ¢ beweisen wir nun die beiden Aussagen des Satzes.

zu (i) Im Fall char(K) = 0 ist ¢ injektiv. Ware ndmlich n € Z, n # 0 mit ¢(n) = O, dann ware auch ¢(—n) =
—¢(n) = —0x = Og. Damit gébe es auf jeden Fall eine natiirliche Zahl m € IN mit m - 1y = ¢(m) = O, was aber der
Voraussetzung char(K) = 0 widerspricht. Wir definieren nun eine Abbildung ¢ : @ — K, indem wir jeder rationalen
Zahl § mita € Z und b € N das Bild ¢(a)¢(b)™! zuordnen. Das Bild ist unabhéngig von der Darstellung der
rationalen Zahl als Bruch. Gilt ndmlich § = § mit a,c € Z und b,d € IN, dann folgt ad = bc, somit

p(a)p(d) = ¢(b)p(c) und  ¢(@)Pp(b) ' = P(c)p(d)".
Wir {iberpriifen nun, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Zunéchst gilt
$(1) = o) = e(MPM) = LIt = I
Seien a,f € Q mita = &, f

=%,a,c€Z,b,d € N. Dann gilt

_ad+bc
~ bd

a+f und afy = % )
und es folgt ¢(a + B) = ¢p(ad + be)p(bd)™ = Pp(ad)p(bd)™" + p(bc)p(bd)™" = p(a)p(b)™ + p()p(d) " =
() + ¢(B) sowie ¢p(ap) = ¢(ac)p(bd)™ = ¢p(a)Pp(b) " Pp(c)p(d)™! = (a)p(B). Damit ist die Homomorphis-

mus-Eigenschaft nachgewiesen.




Der Ringhomomorphismus ¢ : Q — K definiert einen Isomorphismus von Q auf sein Bild ¢(Q). Als isomorphes Bild
eines Korpers ist ¢ (Q) ein Teilkorper von K. Wir zeigen nun, dass ¢(Q) der Primkorper von K ist. Dafiir geniigt es zu
{iberpriifen, dass ¢ (Q) in einem beliebig vorgegebenen Teilkérper F von K enthalten ist. Zunéchst gilt ¢ (1) = 1; € F.
Setzen wir fiir ein n € IN voraus, dass ¢(n) in F liegt, dann folgt

d(n+1) = ¢ +¢(1) = $()+1; € F

Durch vollstindige Induktion erhilt man also ¢ (n) € F fiir alle n € IN. Wegen ¢(—n) = —¢(n) € F fiir alle n € IN gilt
auch ¢(n) € F fiir alle n € Z. Sei nun a € Q beliebig vorgegeben, a = 3 mit a € Z und b € IN. Wie bereits gezeigt,
gilt ¢ (a), $(b) € F, und auf Grund der Injektivitit von ¢ gilt ¢(b) = ¢(b)¢(1)~" # 0. Weil F ein Teilkbrper von K
ist, folgt ¢(a) = ¢p(a)$(b)~" € F. Damit ist ¢(Q) C F nachgewiesen.

zu (ii) Im Fall char(K) = p gilt ¢(p) = p - 1x = Og. Der Kern von ¢ ist damit eine Untergruppe von (Z, +), die pZ
enthilt. Wie in § 3 der Gruppentheorie gezeigt, muss ker(¢) = nZ gelten, mit einem Teiler n € IN von p. Damit sind
ker(¢) = Z und ker(¢) = pZ die einzigen beiden Moglichkeiten. Wire ker(¢ ) = Z, dann wire ¢ die Nullabbildung,
was aber im Widerspruch zu ¢ (1) = 1 # O steht. Also muss ker(¢) = pZ gelten. Der Homomorphiesatz fiir Ringe
liefert einen Ringisomorphismus ¢ : Z/pZ — ¢(Z), es gilt also I, = ¢(Z).

Wir iiberpriifen nun, dass ¢(Z) der Primkérper von K ist. Als Bild von IF, unter dem Isomorphismus ¢ ist ¢(Z)
jedenfalls ein Teilkérper von K. Sei nun F ein beliebiger Teilkorper von K. Zunéichst gilt ¢ (1) = 1 € F. Mit voll-
standiger Induktion und durch Verwendung der Abgeschlossenheit von F unter Addition zeigt man, dass ¢(a) € F
fiir alle @ € IN gilt. Es folgt ¢ (a) = ¢(a) € F fiir 1 < a < p und damit ¢(FF,) = ¢(Z) CF. O

Definition 10.3 Eine Korpererweiterung L|K ist ein Paar (K, L) von Korpern mit der Eigen-
schaft, dass K ein Teilkorper von L ist. Einen Teilkorper M von L mit M 2 K bezeichnet man als
Zwischenkorper der Erweiterung L|K.

Beispielsweise ist C|Q eine Korpererweiterung, und Q, R und C sind Zwischenkorper dieser Erweiterung.

Bereits in der Zahlentheorie wurden die zu den Korpern gehorigen strukturerhaltenden Abbildungen definiert, die
Kérperhomomorphismen. Dort wurde festgelegt, dass ein Kérperhomomorphismus zwischen Koérpern L und M
nichts weiter als ein Ringhomomorphismus zwischen L und M ist, also eine Abbildung ¢ : L — M mit der Eigenschaft,
dass ¢(1,) = 1 und ¢p(a + b) = ¢p(a) + ¢(b), ¢(ab) = ¢p(a)¢(b) fiir alle a,b € L gilt. Daraus folgt dann auch
¢(at) = ¢(a)? fiir alle a € L ungleich Null, wegen ¢(a)¢p(a™!) = ¢p(aa™?!) = ¢(1;) = 1,,. Auch wurde dort
gezeigt, dass Korperhomomorphismen stets injektiv sind.

Die Menge aller Kérperhomomorphismen bezeichnen wir mit Hom(L, M). Weiter sei Isom(L, M) die Menge der bi-
jektiven Kérperhomomorphismen L — M, die wir als Kérperisomorphismen bezeichnen. Ist diese Menge nichtleer,
dann bezeichnen wir L und M als isomorph. SchlieRlich setzen wir noch Aut(L) = Isom(L,L) und nennen die
Elemente dieser Menge die Automorphismen von L.

Lemma 10.4 Seien L, M isomorphe Korper und o € Isom(L, M). Dann liegt die Umkehrabbil-
dung o~ ! von o in Isom(M, L). Die Menge Aut(L) bildet mit der Komposition von Abbildungen
als Verkniipfung eine Gruppe.




Beweis: Aus o(1;) = 1,, und der Bijektivitit von o folgt 1, = o~ 1(1,,). Seien nun a, 3 € M vorgegeben. Aus
o(c™Ha)+ 07 (B)) = o(oc(a)) + o(c7(B)) = a+ B erhalten wir durch Anwendung von o~ ! die Gleichung

oY (a@)+07}(B) =0 (a+ B). Genauso beweist man auch die Vertriglichkeit mit der Multiplikation. Somit ist o~}

1

ein Korperhomomorphismus. Als Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung ist o~ auch bijektiv. Insgesamt ist

damit gezeigt, dass mit o auch o~! ein Element von Isom(M, L) ist.

Nun beweisen wir die Gruppeneigenschaft von Aut(L). Wie man leicht iberpriift, ist mit 0,7 € Aut(L) auch oot
in Aut(L) enthalten. Dies zeigt, dass die Komposition o tatséchlich eine Verkniipfung auf Aut(L) ist. Die identische
Abbildung id; ist offenbar ein Element von Aut(L), und es gilt 0 cid; = id; c 0 = o fiir alle o € Aut(L). Wie wir
gerade gezeigt haben, liegt mit o auch 0! in Aut(L) = Hom(L, L), und nach Definition der Umkehrabbildung gilt

1 1

goo~ =0 'oo =id;. Insgesamt ist (Aut(L), o) also tatsdchlich eine Gruppe. |

Im Hinblick auf spatere Anwendungen definieren wir auch fiir Kérpererweiterungen einen passenden Typ von Homo-
morphismen. Sind L|K und M|K Kdrpererweiterungen, dann ist ein K-Homomorphismus ein Kérperhomomorphis-
mus ¢ : L — M mit der Eigenschaft, dass ¢(a) = a fiir alle a € K erfiillt ist. Die Menge dieser Abbildungen bezeichnen
wir mit Homg (L, M). Die bijektivenK-Homomorphismen L — M nennen wir entsprechend K -Isomorphismen und
bezeichen deren Menge mit Isomg (L, M). Schlief3lich definieren wir Autg (L) = Isomg(L, L) und nennen die Ele-
mente dieser Menge die K-Automorphismen von L. Beispielsweise ist die komplexe Konjugation C — C, z — z ein
Element von Autg(C), und zugleich von Autg(C).

Proposition 10.5 Fiir jede Korpererweiterung L|K ist Autg (L) eine Untergruppe von Aut(L).

Beweis: Wegen id; (a) = a fiir alle a € K ist das Neutrallement id; von Aut(L) in Autg(L) enthalten. Seien nun
0,7 € Autg (L) vorgegeben. Wegen o(a) = t(a) = a gilt (o o 7)(a) = o(t(a)) = o(a) = a fiir jedes a € K. Also ist
o o 7 in Auty (L) enthalten. Aus o(a) = a folgt durch Anwendung von o jeweis a = o~ }(a), fiir jedes a € K. Dies
zeigt, dass auch o' in Autg(L) liegt. O

Korperhomomorphismen kénnen zur Definition von Teilkérpern genutzt werden.

Proposition 10.6 Sei ¢ : L — M ein Kérperhomomorphismus, wobei wir voraussetzen, dass L
und M einen gemeinsamen Teilkorper besitzen. Dann ist auch die Teilmengen K gegeben durch
K ={a € L|¢(a) = a} ein gemeinsamer Teilkorper von L und M, und es gilt ¢ € Homy (L, M).

Beweis: Bezeichnen wir den gemeinsamen Teilkérper von L und M aus der Voraussetzung mit F, so folgt aus der
Homomorphismus-Eigenschaft von ¢, dass ¢(1;) = 1, = 1 = 1, und somit 1; € K gilt. Seien nun a,b € K
vorgegeben. Aus ¢(a) = a und ¢(b) = b folgt ¢p(a — b) = ¢p(a) — ¢(b) = a— b, ebenso ¢p(ab) = ¢p(a)¢p(b) = ab
und im Fall a # 0; auch ¢(a™') = ¢(a)™ = a !. Dies zeigt, dass auch a — b und ab, und im Fall a # 0; auch a™! in
K liegen. Insgesamt ist damit nachgewiesen, dass K ein Teilkorper von L ist. Jedes a € K liegt wegen ¢ (a) = a auch
in M, somit ist K eine Teilmenge von M, und auf Grund der soeben bewiesenen Abgeschlossenheits-Eigenschaften
ist K damit auch ein Teilkérper von M. Die Aussage ¢ € Homg (L, M) folgt nun direkt aus der Definition des Begriffs
der K-Homomorphismen, denn K besteht ja gerade aus den Elementen, die von ¢ auf sich selbst abgebildet werden.
O




Der Teilkorper K aus der Proposition enthalt natiirlich den gemeinsamen Primkorper der Korper L und M. Daraus
folgt, dass jeder Kérperhomomorphismus zwischen Erweiterungen von @ automatisch ein Q-Homomorphismus ist,
denn in diesem Fall ist, wie wir oben bemerkt haben, @ der gemeinsame Primkorper dieser Erweiterungen. Ebenso
ist jeder Kérperhomomorphismus zwischen Erweiterungen von I, ein IF,-Homomorphismus.

Ahnlich wie bei Ringerweiterungen lassen sich auch Koérpererweiterungen am einfachsten mit Hilfe von Erzeugen-
densystemen beschreiben.

Satz 10.7 Sei L|K eine Korpererweiterung und S C L eine Teilmenge. Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Zwischenkoérper L von L|K mit den Eigenschaften

@ L3S
(i) Fiir jeden weiteren Zwischenkoérper L’ von L|K mit L' 2 S gilt L' D L.

Insgesamt ist L also der kleinste Zwischenkdrper von L|K mit der Eigenschaft L 2 S.

Beweis: Zunichst beweisen wir die Existenz. Sei (L,);c; die Familie aller Zwischenkérper von L|K mit L; 2 S. Wie bei

den Teilringen in der Zahlentheorie sieht man, dass dann auch L = ("), L; ein Teilkérper von L ist. Dariiber hinaus

i€l
gilt L D L; fiir alle i € I und somit L 2 K, insgesamt ist L also ein Zwischenkérper von L|K. Aus L; 2 S fiir alle i €
folgt auch L 2 S. Da L nach Definition in jedem Zwischenkérper L; von L|K enthalten ist, ist auch die Bedingung (ii)

fiir den Korper L erfiillt.

Seinun L’ ein weiterer Zwischenkorper von L|K mit den Eigenschaften (i) und (ii). Weil L und L’ beide die Bedingung
(ii) erfiillen, gilt L’ 2 L und L 2 L/, insgesamt also L = L’. O

Wir bezeichnen den nach Satz eindeutig bestimmten Korper mit K(S) und nennen ihn den von S iiber K er-
zeugten Teilkorper von L. Ist S eine endliche Menge, S = {ay, ..., a,}, dann schreibt man statt K({ay, ..., a,}) auch

K(al"";an) >

man lisst also die Mengenklammern weg. Beispielsweise bezeichnet Q(+/3, +/5) den kleinsten Zwischenkérper von
R|Q, der {+/3, +/5} als Teilmenge enthilt. Wir bemerken bereits hier, dass auf Grund der Teilkorper-Eigenschaft von
Q(+/3, V/5) mit +/3 und +/5 auch z.B. die Elemente

V3+vVE . V3B . VE/E=vI5 . 247v5 | 35
V3+4/5

in Q(+/3, V/5) enthalten sind. Insgesamt enthilt dieser Korper alle Elemente, die mit Hilfe der vier Grundrechenarten
+, —, - und + aus +/3, +/5 und beliebigen rationalen Zahlen gebildet werden konnen.

Proposition 10.8 Sei L|K eine Koérpererweiterung, und seien S und T beliebige Teilmengen
von L. Dann gilt
K(SUT) = K(S)T).




Beweis: Wir miissen iiberpriifen, dass K(S)(T) ein Zwischenkérper von L|K ist, der die Bedingungen (i) und (ii) aus
Satz fiir die Menge SU T erfiillt. Nach Definition ist K(S) ein Zwischenkérper von L|K, und K(S)(T) ist ein Zwi-
schenkorper von LIK(S). Aus K(S)(T) 2 K(S) und K(S) 2 K folgt K(S)(T) 2 K, also ist K(S)(T) ein Zwischenkérper
von L|K.

Weiter gilt nach Definition K(S) 2 S, und K(S)(T) enthélt sowohl K(S) als auch T als Teilmengen. Insgesamt gilt
damit K(S)(T) 2 SU T. Damit ist Bedingung (i) erfiillt. Zum Nachweis von (ii) sei L’ ein beliebiger Zwischenkorper
von L|K mit L’ 2 SUT. Dann ist L’ insbesondere ein Zwischenkérper von L|K mit L’ 2 S. Auf Grund der Eigenschaft
(i) des Korpers K (S) folgt daraus L’ 2 K(S), somit ist L’ ein Zwischenkoérper von L|K(S). Zusammen mit L’ 2 T folgt
L’ 2 K(S)(T). Damit ist insgesamt die Bedingung (ii) fiir den Korper K(S)(T) nachgewiesen. m|

Als nachstes schauen wir uns Kérpererweiterungen an, die von einem einzelnen Element erzeugt werden.

Proposition 10.9 Sei L|K eine Kérpererweiterung und a € L. Dann gilt

{f(a)

X(a) 2@

f@eKhLﬂw#O}

Dabei sei K[x] der Polynomring {iber dem Korper K, und f (a), g(a) bezeichnen die Elemente in
L, die durch Einsetzen von a in f, g zu Stande kommen.

Beweis: Sei T C L die Teilmenge auf der rechten Seite der Gleichung. Wir {iberpriifen zunéchst, dass T ein Zwischen-
korper von L|K ist. Zum Nachweis der Teilkorper-Eigenschaft stellen wir zunéchst fest, dass 1 € T gilt, denn setzen
wir f = g =1, dann gilt 1 = f(a)/g(a). Seien nun a, 3 € T vorgegeben. Dann gibt es Polynome f, f;, g, g; € K[x]
mit g(a) # 0, g;(a) # 0 und

a= f(a) und = M.
g(a) g1(a)
Es folgt
a—f = f(a)gi(a)— fi(a)g(a) _ (f&1—f18)(a)
g(a)gi(a) (gg1)(a)
und

ap = f@fila) _ )
g(a)gy(a) (gg1)(a)

Somit sind auch die Elemente o — 3 und af3 in T enthalten. Ist a # 0, dann gilt f (a) # 0, und wir erhalten

al = g(a)
f(a)

Damit ist gezeigt, dass T ein Teilkérper von L ist. Jedes b € K entsteht durch Einsetzen von a in das konstante
Polynom b € K[x]. Dies zeigt T 2 K, d.h. T ist tatsichlich ein Zwischenkorper der Erweiterung L|K. Dieser enthilt
auch a, denn dieses Element entsteht durch Einsetzen von a in das Polynom x € K[x].

Sei nun L’ ein beliebiger Zwischenkérper von L|K mit a € L’. Wegen K C L und a € L, und weil L’ abgeschlossen
unter Addition und Multiplikation ist, liegt f (a) fiir jedes Polynom f € K[x] in L’. Ferner ist L’ auch abgeschlossen
unter Inversenbildung. Ist g € K[x] und g(a) # 0, dann gilt g(a) € L’ und somit auch g(a)™! € L’. Ingesamt sind
also siamtliche Elemente der Form f(a)/g(a) mit f,g € K[x] und g(a) # 0 in L’ enthalten. Damit haben wir T C L’
und insgesamt T = K(a) nachgewiesen. O




Definition 10.10 Ist L|K eine Korpererweiterung, dann definieren die beiden Abbildungen
+:LxL—>L,(a,f)—a+pB und -:KxL-—>L, (a,a)—aa

eine K-Vektorraumstruktur auf L. Dabei bezeichnet man [L : K] = dimy L als den Grad der
Korpererweiterung; auch [L : K] = oo ist als Wert zugelassen. Ist [L : K] endlich, dann nennt
man L|K eine endliche Korpererweiterung.

Beispielsweise gilt [C : R] = 2, denn jedes Element a € C kann auf eindeutige Weise in der Form a = a + ib mit
a, b € R dargestellt werden. Somit ist {1,i} eine Basis von C als R-Vektorraum.

Satz 10.11 (Gradformel)

Seien L|K und M|L endliche Korpererweiterungen. Dann ist auch die Kérpererweiterung M |K
endlich, und es gilt
[M:K] = [M:L]-[L:K].

Beweis: Seim=[L:K],n=[M:L], {ay,...,a,} eine Basis von L als K-Vektorraum und {f, ..., 5, } eine Basis von
M als L-Vektorraum. Wir zeigen, dass dann durch

{a;B;1<i<m,1<j<n}

eine mn-elementige Basis von M als K-Vektorraum ist. Daraus folgt dann die gewiinschte Gleichung [M : K] = mn =
[L : K][M : L]. Zunichst rechnen wir nach, dass die Elemente ein Erzeugendensystem bilden. Sei y € M beliebig
vorgegeben. Weil M als L-Vektorraum von f, ..., 8,, aufgespannt wird, gibtes y4,...,7,, € L mity = 23;1 v;B;. Weiter

finden wir a;; €K mity; ="

i=1 @;ja; fir 1 < j < n. Einsetzen liefert

y = Z(Zaijai)ﬂj = > a;ap;

j=1 \i=1 i=1 j=1

Nun beweisen wir noch die lineare Unabhéngigkeit. Seien a;; € K mit ZT:I 2;1 a;;a;3; = 0 vorgegeben. Dann gilt

$(Soa)s - o

j=1 \i=1

Die lineare Unabhéngigkeit von f, ..., ,, im L-Vektorraum M liefert ZT;I a;ja; =0 fiir 1 < j < n. Da die Elemente
aq, ..., &, im K-Vektorraum L linear unabhéngig sind, folgt daraus wiederum q;; =0 flr 1 <i<mund1<j<n. O

Umgekehrt gilt : Ist M|K eine endliche Erweiterung, dann sind auch M|L und L|K endlich. Wiare M|L unendlich,
dann gébe es fiir jedes n € IN ein System a4, ..., a, von Elementen aus M, die {iber L linear unabhéngig sind. Diese
sind dann erst recht linear unabhingig tiber K. Ware L|K unendlich, dann gébe es beliebig grof3e, endliche Systeme
von Elementen in L, die {iber K linear unabhingig sind. Diese sind dann erst recht in M enthalten.




Fiir jede Korpererweiterung L|K gilt offenbar [L : K] = 1 genau dann, wenn L = K ist. Denn einerseits ist K ein
eindimensionaler K-Vektorraum, mit {1} als Basis, und folglich gilt [K : K] = 1. Setzen wir andererseits [L : K] =1
voraus, dann ist jede einelementige Teilmenge von L \ {0;} eine Basis von L als K-Vektorraum, insbesondere also
{1x}. Jedes a € L kann also in der Form a = a - 1 = a mit a € K dargestellt werden; daraus folgt L =K.

Mit Hilfe der Gradformel kann zum Beispiel gezeigt werden, dass die Erweiterung C|R keinen echten Zwischenkorper,
also keine Zwischenkorper K mit R € K € C besitzt. Sei namlich K ein beliebiger Zwischenkérper von C|R. Dann
erhalten wir durch die Gradformel

2 = [C:R] = [C:K]-[K:R]

Da die Erweiterungsgrade nattirliche Zahlen sind, folgt [C : K] = 1 oder [K : R] = 1. Auf Grund der Gradformel
folgt daraus wiederum C =K oder K = R.




§11. Algebraische Korpererweiterungen

Zusammenfassung. Nachdem wir im letzten Kapitel allgemeine Kérpererweiterungen studiert haben, kon-
zentrieren wir uns nun auf solche, die von algebraischen Elementen erzeugt werden. Dabei wird ein Element
a in einer Erweiterung eines Korpers K als algebraisch iiber K bezeichnet, wenn es Nullstelle eines Polynoms
f # 0in K[x] ist. Die Elemente des erzeugten Korpers K(a) lassen sich dann als Polynomausdriicke g(a)
mit g € K[x] darstellen, wobei fiir die Darstellung sdmtlicher Elemente nur Polynome beschriankten Grades
benoétigt werden. Gegeniiber der allgemeinen Situation, die wir in Proposition betrachtet haben, stellt
dies eine enorme Vereinfachung dar.

Der maximal benétigte Polynomgrad wird hierbei durch ein irreduzibles Polynom f € K[x] bestimmt, das sog.
Minimalpolynom von a iiber K. Bemerkenswerterweise kann man umgekehrt, wie wir sehen werden, zu jedem
irreduziblen Polynom f € K[x] eine Erweiterung L|K konstruieren, in der das Polynom f eine Nullstelle besitzt.
Dies haben wir in der Zahlentheorie bereits auf das Polynom f = x2 + 1 angewendet und auf diesem Wege die
komplexen Zahlen konstruiert. Hier behandeln wir diese Konstruktion fiir allgemeines irreduzibles Polynom.
Zum Abschluss des Kapitels wird noch untersucht, in welcher Beziehung die endlichen und die algebraischen
Korpererweiterungen zueinander stehen.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze
— algebraische und transzendente Korperelemente — Eigenschaften des Minimalpolynoms
— algebraische Korpererweiterung — Struktur einer einfache algebraischen Erweite-

.. . . . rung K(a)|K als K-Vektorraum
— Minimalpolynom u,, x eines Elements a tiber einem

Grundkorper K — Durchfiihrbarkeit von Rechnenoperationen in

. . algebraischen Erweiterungen
— Aufbau des von einem algebraischen Element a er- & &

zeugten Korpers K(a) — Existenz algebraischer Erweiterungen

— Existenz algebraischer Erweiterungen — Beziehung zwischen endlichen und algebrai-

. . . schen Erweiterungen
— endliche und algebraische Erweiterungen &

In diesem Abschnitt wird der Ring K[ x ] der Polynome tiber einem Korper K eine wichtige Rolle spielen. Wir sammeln
hier zunéchst eine Reihe von Eigenschaften dieses Rings, die wir im weiteren Verlauf als bekannt voraussetzen. Die
meisten davon wurden in der Linearen Algebra oder der Zahlentheorie behandelt, lediglich der Beweis der letzten
beiden Punkte in der Zahlentheorie-Vorlesung steht noch aus.

(1) Ist f €K[x], f # 0 ein Element der Form Z?:o a;x' mit n € Ny, ay, ...,a, € K und a, # 0, dann nennt man n
den Grad (Bezeichnung grad(f)) und a,, den Leitkoeffizienten von f. Ist a, = 1, dann bezeichnet man das
Polynom als normiert, und die Multiplikation eines Polynoms mit dem Kehrwert a;l seines Leitkoeffizienten
bezeichnet man als Normierung. Ist der Grad n = 0 spricht man von konstanten Polynomen. Auch das
Nullpolynom wird als konstantes Polynom bezeichnet, wir ordnen ihm aber keinen Grad zu.
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(ii) Division mit Rest: Seien f, g € K[x] mit g # 0. Dann gibt es Polynome q,r € K[x], so dass f = qg + r und
aulerdem r = 0 oder grad(r) < grad(g) gilt. Fiir je zwei Polynome f, g € K[x] mit (f,g) # (0,0) gibt es
Polynome a, b € K[x], so dass af + bg = ggT(f, g) erfiillt ist.

(iii) Sei L ein Erweiterungskorper von K. Ein Element a € L mit f(a) = 0 wird Nullstelle von f genannt. Ein
Polynom f # 0 vom Grad n besitzt in einem beliebigen Erweiterungskorper L hochstens n Nullstellen.

(iv) universelle Eigenschaft des Polynomrings: Fiir jeden Homomorphismus ¢ : K — R von K in einen Ring R und
jedes a € R gibt es eine eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢, : K[x] — R mit ¢,(x) =a und ¢ |x = ¢.

(v) Ein Polynom f heit irreduzibel (oder unzerlegbar), wenn es nicht konstant ist und es auch keine nicht-
konstanten Polynome g,h € K[x] mit f = gh gibt. Ein reduzibles Polynom ist ein nicht-konstantes, nicht
irreduzibles Polynom.

(vi) Sei f ein irreduzibles Polynom, und seien g,h € K[x], so dass f ein Teiler von gh ist. Dann gilt f|g oder f |h.

(vii) Fiirjedes nicht-konstante Polynom f € K[x] gibt es ein a € K* und normierte, irreduzible Polynome g1, ..., g, €
K[x]mit f =ag; ... g Dabei sind die Polynome g; durch f bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Definition 11.1 Sei L|K eine Korpererweiterung. Ein Element a € L hei3t algebraisch tiber
K, wenn ein Polynom f # 0 in K[x] mit der Eigenschaft existiert, dass a eine Nullstelle von f
ist. Gibt es ein solches Polynom nicht, dann nennt man a transzendent iiber K.

Wir betrachten einige Beispiele fiir algebraische und transzendente Korpererelemente.

(i) Das Element +/2 ist algebraisch iiber , denn es ist Nullstelle des Polynoms x2—2 € Q[ x]. Weil dieses Polynom
auch in R[x] liegt, ist +/2 auch algebraisch iiber R. Alternativ kann zum Nachweis dieser Eigenschaft aber
auch das Polynom x — v2 € R[x] verwendet werden.

(ii) Allgemein gilt: Ist K ein Korper und a € K, dann ist a als Nullstelle von x —a € K[x] algebraisch iiber K.
(iii) Die imaginire Einheit i € C ist algebraisch iiber R, sogar iiber Q, als Nullstelle des Polynoms x? + 1 € Q[x].

(iv) Man kann zeigen, dass die Kreiszahl 7 und die Eulersche Zahl e transzendent iiber ) sind. Der Beweis ist leider
so aufwéndig, dass wir ihn hier nicht durchfiihren kdnnen. Nach (ii) sind beide Elemente aber algebraisch iiber
R und C.

Definition 11.2 Sei L|K eine Korpererweiterung, und sei a € L algebraisch iiber K. Dann
gibt es ein eindeutig bestimmtes, normiertes Polynom f € K[x], f # O minimalen Grades mit
f(a)=0. Man nennt f das Minimalpolynom von a iiber K. Wir bezeichnen es mit u, k.

Beweis: Weil a iiber K algebraisch ist, gibt es jedenfalls ein Polynom 0 # g € K[x] mit der Eigenschaft g(a) = 0.
Bezeichnet a, € K* den Leitkoeffizienten von g, dann ist § = a;lg ein normiertes Polynom mit g(a) = 0. Aus der
Menge aller normierten Polynome f € K[x] mit f (a) = 0 kénnen wir eines mit minimalem Grad wéhlen.




Zum Beweis der Eindeutigkeit seien f, g € K[x] zwei normierte Polynome minimalen Grades mit f(a) = g(a) = 0.
Ist f # g, dann hat das Polynom h = g — f die Eigenschaft h(a) = g(a) — f(a) = 0—0 = 0 und grad(h) < grad(f).
Durch Normierung von h erhalten wir also ein normiertes Polynom mit a als Nullstelle, das einen echt kleineren Grad
als f hat. Dies aber widerspricht der Minimalitat. Somit ist nur f = g moglich. m|

Wir betrachten die Korpererweiterung R|Q. Das Minimalpolynom u /5 ¢, des Elements V2 eRiiber Qist f = x2—2.
Denn einerseits gilt f(+/2) = 0. Gibe es andererseits ein normiertes Polynom g € Q[x] kleineren Grades, also
g = x +a mit g(+/2) = 0, dann wiirde a = —+/2 folgen, und +/2 wire rational.

Proposition 11.3 Sei L|K eine Korpererweiterung, a € L algebraisch iiber K und f € K[x]
sein Minimalpolynom, also f = u, k. Dann gilt

(i) Das Polynom f ist irreduzibel.
(ii) Ist g € K[x] mit g(a) =0, dann folgt f | g.

(iii) Ist g € K[x] ein weiteres normiertes, irreduzibles Polynom mit a als Nullstelle, dann folgt

f=g

Beweis: zu (i) Zunéchst kann f wegen f # 0 und f (a) = 0 nicht konstant sein. Nehmen wir nun an, f ist reduzibel,
und g, h sind nicht-konstante Polynome mit f = gh. Wegen grad(g) > 0, grad(h) > 0 und grad(f ) = grad(g)+grad(h)
gilt grad(g) < grad(f) und grad(h) < grad(f). Aus g(a)h(a) = f(a) = 0 folgt aullerdem g(a) = 0 oder h(a) = 0.
Nehmen wir nun 0.B.d.A. an, dass g(a) = 0 gilt, und sei § das Polynom, das man durch Normierung von g erhilt.
Dann ist ¢ ein normiertes Polynom mit a als Nullstelle, dass einen echt kleineren Grad als f hat. Dies widerspricht
der Voraussetzung f = U, k-

zu (ii) Durch Division mit Rest erhalten wir Polynome g, r € K[x] mit g = qf +r und r = 0 oder grad(r) < grad(f).
Es gilt r(a) = g(a) —q(a)f (a) = 0—g(a) - 0 = 0. Damit ist der Fall r # 0 ausgeschlossen, denn ansonsten wére die
Normierung von r ein Polynom mit echt kleinerem Grad als f und a als Nullstelle. Somit gilt g = qf, d.h. f ist ein
Teiler von g.

zu (ili) Sei g ein Polynom mit der angegebenen Eigenschaft. Nach Teil (ii) gilt f|g. Es gibt also ein h € K[x] mit
g = fh. Weil g irreduzibel ist, muss h konstant sein. Weil f und g beide normiert sind, folgth=1und g = f. |

Mit Hilfe des Minimalpolynoms kénnen wir nun genauer angeben, wie eine Kérpererweiterung aussieht, die von
einem einzigen algebraischen Element erzeugt wird.

Satz 11.4 Sei L|K eine Korpererweiterung, a € L algebraisch iiber K, f = u,x und n =

grad(f). Dann bilden die Elemente 1, a,a?,...,a"!

besondere gilt [K(a) : K] =n.

eine Basis von K(a) als K-Vektorraum. Ins-

Beweis: Sei U der Untervektorraum von L, der durch {1, a, ..., a" '} aufgespannt wird, also

n—1
u = ={Zakak

k=0

agy -y Ay EK} = {g(a) g €K[x], grad(g) <n oder g = 0} .




Wir zeigen, dass U ein Teilkorper von L ist. Durch Einsetzen von a in das konstante Polynom 1 € K[x] sieht man,
dass 1 in U liegt. Seien nun 3,y € U vorgegeben. Dann gibt es Polynome g,h € K[x] mit 8 = g(a), y = h(a), wobei
g und h entweder Null sind oder jedenfalls einen Grad kleiner als n haben. Mit g und h ist auch g —h ein Polynom
mit g —h = 0 oder grad(g —h) < n; daraus folgt f —y = g(a) —h(a) =(g—h)(a) € U.

Der Nachweis von 3y € U ist etwas aufwandiger, weil der Grad des Polynoms gh auch grof3er als n — 1 sein kann.
Durch Division von gh durch f mit Rest erhalten wir aber Polynome q,r € K[x] mit gh = qf + r und r = 0 oder
grad(r) < n. Es folgt

By = glh(a) = (qf +r)i(a) = ql@f(@+r(a) = q(a)-0+r(a) = r(a)

Nach Definition der Menge U ist r(a) in U enthalten. Es bleibt zu zeigen, dass im Fall 8 # 0 auch 87! in U liegt. Aus
B # 0 folgt zundchst g # 0. Weil f irreduzibel ist, sind die Polynome f und g teilerfremd. Nach dem Lemma von
Bézout aus der Ringtheorie gibt es Polynome a, b € K[x] mit af + bg = 1. Es folgt

1 = (af +bg)a) = a(a)f(a)+bla)g(a) = a(a)-0+b(a)gla) = bla)g(a)

und somit 37! = g(a)™! = b(a). Division von b durch f mit Rest liefert weiter Polynome q,r € K[x] mit b=qf +r
und grad(r) < n. Es folgt

B = bl@) = q@f(@+r(@ = qa)0+r(a) = r(a)eU.

Damit haben wir insgesamt nachgewiesen, dass U tatsichlich ein Teilkérper von L ist. Dariiber hinaus gilt a € U. Ist
namlich n = 1, dann gilt K = U, aullerdem f = x —a € K[x] und damit a € K. Im Fall n > 1 ist g = x ein Polynom
vom Grad < n, und es gilt a = g(a) € U.

Sei nun L ein beliebiger Zwischenkorper von L mit a € L. Auf Grund der Teilkérpereigenschaft ist L abgeschlossen
unter Addition und Multiplikation. Damit enthélt L sdmtliche Elemente der Form g(a) mit g € K[x]in L, es gilt also
L D U. Somit ist U der kleinste Zwischenkorper von L|K mit a € U. Nach Definition des erzeugten Zwischenkorpers
folgt U = K(a).

"1 aufgespannt

Aus der Definition von U folgt unmittelbar, dass K(a) als K-Vektorraum von den Elementen 1, a, ..., &
wird. Nehmen wir nun an, dass diese Elemente {iber K linear abhéngig sind. Dann gibt es Koeffizienten aq, ...,a,_; €

K, nicht alle gleich Null, mit

n—1

Z akak = 0.

k=0

Setzen wir g = ZZ;(l) a;x*, dann ist g € K[x] ein Polynom ungleich Null mit den Eigenschaften g(a) = 0 und
grad(g) < n. Durch Normierung von g erhalten wir ein normiertes Polynom mit kleinerem Grad als f und mit a als
Nullstelle. Aber dies ist unméglich, weil f das Minimalpolynom von a ist. Also sind die Elemente 1, a, ..., 2" ! linear
unabhéngig und bilden eine Basis von K(a) als K-Vektorraum. |

Dem Beweis von Satz[I1.4kann entnommen werden, wie die arithmetischen Operationen (Addition, Multiplikation,
Berechnung von Negativen und Kehrwerten) in einem algebraischen Erweiterungskoérper K(a) von K ausgefiihrt
werden konnen. Sei f € K[x] das Minimalpolynom von a und n = grad(f). Auf Grund des Satzes kann jedes
Element aus K(a) auf eindeutige Weise in der Form g(a) geschrieben werden, wobei g € K[x] entweder Null oder
vom Grad < n ist. Seien 3,7 € K(a) und g,h € K[x] Polynome passenden Grades mit f = g(a), v = h(a). Unser
Ziel besteht darin, die Elemente 8 +y, —f3, By und (im Fall 8 # 0) auch ! wiederum in dieser eindeutigen Form
darzustellen.




(i) Addition:
Es gilt B +v = (g +h)(a), aulerdem g +h =0 oder grad(g + h) < n.

(ii) Negative:
Es gilt —f = (—g)(a) und —g = 0 oder grad(—g) < n.

(iii) Multiplikation:
Durch Division mit Rest bestimmen wir Polynome g,r € K[x] mit gh = qf + r und r = 0 oder grad(r) < n.
Wie im Beweis von Satz[11.4] gezeigt wurde, gilt By = r(a).

(iv) Kehrwerte:
Hier sei 3 # 0 vorausgesetzt. Wie im Beweis des Satzes gezeigt wurde, gilt ggT(f, g) = 1. Mit dem Euklidischen
Algorithmus kénnen Polynome a, g € K[x] mit af + bg = 1 berechnet werden. Weiter finden wir Polynome
q,r € K[x]mit b = qf +r und grad(r) < n. Im Beweis haben wir bereits nachgerechnet, dass dann ! = r(a)
erfiillt ist.

Wir betrachten ein konkretes Anwendungsbeispiel. Sei L ein Erweiterungskorper von IF; und a € L ein Element mit
a?+ 1 = 0. Dabei bezeichnen die Elemente 0,1 € I, Null- und Einselement des Korpers IF; und damit zugleich
diejenigen des Koérpers L. Nach Definition ist a eine Nullstelle des Polynoms f = x2+1 € F3[x]. Weil f in IF; keine
Nullstellen besitzt, ist es irreduzibel und somit das Minimalpolynom von a. Jedes § € IF5(a) kann auf eindeutige
Weise in der Form

p=ay+a;a mit aya; €y

dargestellt werden. Weil es fiir a, und a; jeweils |IF5| = 3 Auswahlméglichkeiten gibt, handelt es sich bei F5(a) um
einen Korper mit 9 Elementen. Wegen dimy, IF3(a) = grad(f) = 2 ist IF3(a) ein 2-dimensionaler IF;-Vektorraum.

Sei nun konkret f = a+1 und y = a— 1. Dann ist 8 = g(a) und y = h(a) mit g = x + 1 und h = x — 1. Es folgt
g+h=2x, g—h=2und somit

B+y=(g+h)(a)=2a und p-yr=(g-h(a)=2

Natiirlich kann man auch direkt mit den Elementen rechnen: Es gilt

Il
[\S]
Q

B+y = (a+D+(a—1) = a+a

und ebenso
B—y = (a+1)—(a—1) = 1+1 = 2.

Um nach By nach der angegebenen Methode zu berechnen, teilen wir das Polynom gh = x2? — 1 mit Rest durch f
und erhalten x2—1 =1-(x2+1)+1. Es folgt By = 1, also ist y im Koérper IF5(a) der Kehrwert von f3. Auch hier hitte
man statt mit den Polynomen direkte mit den Kérperelementen rechnen kénnen. Aus f(a)=a?’—1=0< a2 =-1
folgt

(a+D(a=1) = a?*-1 = -1-1 = 1.

Um den Kehrwert es Elements a auszurechnen, bestimmen wir mit dem Euklidischen Algorithmus Polynome a, b €
K[x] mit ax +bf = 1. Wir erhalten a = 2x und b = 1. Der Kehrwert von a ist also durch a~! = a(a) = 2a gegeben.
Tatséchlich gilt 2a)a =2a% =2(-1)=-2=1.




Die vollstandige Tabelle der Kehrwerte samtlicher Elemente in IF5(a)* sieht folgendermalien aus.

Jeder einzelne Eintrag kann durch Multiplikation von 8 und ! unmittelbar verifiziert werden.

N1
Q

|a+2|2a|2a+
|a+i| a |2a+

=l N1

+
+

NI =1
[\&]]
Q

Aus den bisherigen Ausfiihren folgt noch nicht, dass zum Polynom x2+1 € IF;[x] iiberhaupt eine Kérpererweiterung
L|IF; und ein Element a € I mit a + 1 = 0 existieren. Dem Problem der Konstruktion und der Eindeutigkeit solcher
Korpererweiterungen wenden wir uns nun als néchstes zu.

Satz 11.5 Sei L|K eine Kérpererweiterung, a € L algebraisch {iber K und f = u, . Dann gibt
es einen Isomorphismus

¢ :K[x1/(f)—K(a) mit ¢(g+(f))=g(a) fir alle g € K[x].

Dabei bezeichnet K(a) den von a erzeugten Zwischenkorper der Erweiterung L|K.

Beweis: Sei ¢ : K[x] — L der auf Grund der universellen Eigenschaft von Polynomringen eindeutig bestimmte
Homomorphismus von Ringen mit ¢(x) = a und ¢|x = idg. Weil ¢ als Ringhomomorphismus vertraglich mit
Addition und Multiplikation vertraglich ist, gilt ¢(g) = g(a) fiir alle g € K[x]. Weil der Korper K(a) das Element
g(a) fiir jedes g € K[x] enthilt, ist durch ¢ ein Homomorphismus K[x] — K(a) gegeben. Nach Satz hat
jedes Element aus K(a) die Form g(a) mit g € K[x] und grad(g) < n. Dies zeigt, dass ¢ als Ringhomomorphismus
K[x] — K(a) auch surjektiv ist.

Wir zeigen nun, dass ker(¢) = (f) gilt, wobei (f) das vom Element f erzeugte Hauptideal in K[x] bezeichnet. Ist
g € (f), dann gibt es nach Definition ein h € K[x] mit g = hf. Es folgt ¢(g) = g(a) = h(a)f(a) = h(a) -0 = 0,
also ¢ € ker(¢). Sei umgekehrt g € ker(¢). Dann gilt g(a) = 0. Nach Proposition [11.3|ist g ein Vielfaches des
Minimalpolynoms f, also g € (f). Der Homomorphiesatz fiir Ringe aus der Zahlentheorie-Vorlesung liefert nun den
angegebenen Isomorphismus. |

Satz 11.6 (Existenz algebraischer Erweiterungen)

Sei K ein Korper und f € K[x] ein irreduzibles Polynom. Dann gibt es eine Korpererweiterung
L|K und ein Element a € L mit f(a) = 0.

Beweis: Zunichst bilden wir den Restklassenring I = K[x]/(f). Weil f irreduzibel ist und es sich bei K[x] um einen
Hauptidealring handelt, ist das Ideal (f) laut Zahlentheorie-Vorlesung ein maximales Ideal, und daraus wiederum
folgt, dass der Faktorring I ein Korper ist. Wir iiberpriifen nun, dass durch die Abbildung ¢ : K — L, a — a +(f) ein
Korperhomomorphismus definiert ist. Zunéchst gilt ¢(1x) = 1x + (f) = 1;. Seien nun a, b € K beliebig vorgegeben.
Dann gilt p(a+b)=(a+b)+(f)=(a+(f))+(b+(f)) = ¢(a)+ ¢(b) und ebenso

¢(ab) = ab+(f) = (a+(UNOB+() = ¢(a)¢(b).
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In der Zahlentheorie wurde gezeigt (Satz 2.12 im Zahlentheorie-Skript): Ist ¢ : R — S ein Monomorphismus von
Ringen, dann gibt es einen Erweiterungsring § 2 R und einen Isomorphismus 43 : § — S von Ringen mit 4;| rR= 0.
Die Anwendung dieses Satzes auf unseren Kdrperhomomorphismus ¢ liefert uns nun einen Erweiterungsring L 2 K
und einen Isomorphismus qg : L — L von Ringen mit d3| « = ¢. Weil L ein Kérper und qg ein Isomorphismus ist, ist
auch L ein Kérper, und somit ist L|K eine Kérpererweiterung. Wir zeigen nun, dass das Element a = ¢ (x + (f))
eine Nullstelle von f ist. Dazu schreiben wir f in der Form f = Z?:o a;x' mit n € N und ay, ...,a, € K. Es gilt

n

$(f(a)) = qﬁ(Zaiaf) = > ¢@)dl@) = Dlg+UNx+) =
i=0

i=0 i=0

Daxi+(f) = (Zaixi)ﬂf) = f+(f) = 0+(f) = 0 ,

i=0 i=0

und somit f(a) = ¢(0;) =0;,. O

Definition 11.7 Eine Korpererweiterung L|K wird algebraisch genannt, wenn jedes Element
a € L algebraisch iiber K ist.

Die Eigenschaften ,endlich“ und ,algebraisch” hdngen folgendermal’en miteinander zusammen.

Proposition 11.8 Sei L|K eine Korpererweiterung.

(i) Ist L|K endlich, dann auch algebraisch.

(i) Sind ay,...,a, € L algebraisch iiber K und gilt L = K(a, ..., a,), dann ist die Erweiterung
L|K endlich (also insbesondere algebraisch).

Beweis: zu (i) Wir fithren den Beweis durch Kontraposition. Ist L|K nicht algebraisch, dann gibt es ein Element
a € L, das transzendent iiber K ist. Dies bedeutet, dass fiir jedes n € IN die Elemente 1, a,...,a" iiber K linear
unabhéngig sind. Denn andernfalls gébe es Elemente aq, ...,a, € K, nicht alle gleich Null, mit Z?:o a;a! = 0, und
folglich wére f = Z?:o a;x' € K[x] ein Polynom ungleich Null mit f (&) = 0. Daraus wiirde folgen, dass a algebraisch
iiber K ist, im Widerspruch zur Voraussetzung. Aus der linearen Unabhéngigkeit der n + 1 Elemente 1, a, ..., a" folgt
[L:K]=dimg L > n+ 1. Da n beliebig gewéhlt war, erhalten wir [L : K] = oo.

zu (ii) Wir beweisen die Aussage durch vollstandige Induktion iiber n. Fiir n = 0 gilt L = K und somit [L : K] =1.
Sei nun n € IN vorgegeben, und setzen wir die Aussage fiir alle m € IN mit m < n voraus. Seien a,,...,a, € L
mit L = K(ay, ..., @,). Nach Induktionsvoraussetzung ist die Erweiterung L,|K mit L, = K(ay, ..., a,_;) endlich, und
nach Proposition gilt L = Ly(a,). Weil a,, iiber K algebraisch ist, besitzt a, ein Minimalpolynom {iber K, erst
recht ein Minimalpolynom f € Ly[x] iiber L,. Nach Satz gilt [L : Ly] = grad(f). Weil Ly|K und L|L, endliche
Erweiterungen sind, ist nach Satz auch L|K endlich. O




Satz 11.9

(i) Sei L|K eine Korpererweiterung und T C L die Teilmenge bestehend aus den Elementen,
die algebraisch iiber K sind. Dann ist T ein Teilkorper von L.

(ii) Seien L|K und M|L Korpererweiterungen. Genau dann ist die Erweiterung M |K algebra-
isch, wenn die Erweiterungen L|K und M|L beide algebraisch sind.

Beweis: zu (i) Zum Nachweis der Teilkorper-Eigenschaft miissen wir zeigen, dass 1; in T liegt, und mit @, € T

auch die Elemente a — 8 und af3, im Fall a # 0; auch das Element a™!

. Wegen 1; = 1y € K ist 1; algebraisch
iiber K, also in T enthalten. Seien nun a, 8 € T vorgegeben. Weil a und 8 algebraisch {iber T sind, ist K(a, )|K
nach Proposition (ii) eine endliche Erweiterung. Nach Teil (i) ist K(a, 8)|K damit auch algebraisch, es gilt also
K(a,B) € T. Als Teilkorper enthélt K(a, ) mit @ und 8 auch die Elemente a — 3 und af, im Fall a # 0; auch das

Element a~!. Damit sind all diese Elemente auch in T enthalten.

zu (i) ,=“ Setzen wir voraus, dass M|K algebraisch ist. Dann ist jedes a € M Nullstelle eines Polynoms f € K[x]
ungleich Null. Dieses Polynom ist auch in L[x] enthalten, folglich ist a auch algebraisch iiber L. Weil a € M beliebig
gewihlt war, folgt daraus, dass die Erweiterung M|L algebraisch ist. Wenn jedes a € M algebraisch iiber K ist, dann
gilt dies insbesondere fiir jedes Element aus L. Folglich ist auch L|K algebraisch.

,<“ Seien nun L|K und M |L algebraische Erweiterungen und a € M ein beliebig vorgegebenes Element. Wir miissen
zeigen, dass a algebraisch iiber K ist. Nach Voraussetzung ist a jedenfalls algebraisch tiber L. Sei f = u; , € L[x],
und seien ay, ..., a, € L die Koeffizienten von f. Jedes q; ist laut Voraussetzung algebraisch iiber K. Nach Proposition
(ii) ist Ly|K mit Ly = K(ay, ..., a,) damit eine endliche Erweiterung. Weil das Polynom f in Ly[x] liegt, ist a
algebraisch tiber L,. Damit ist auch Ly(a)|L, endlich. Mit Satz[10.11]kénnen wir schlieBen, dass Ly(a)|K endlich ist.
Aber dies bedeutet nach Proposition (1) wiederum, dass Ly(a)|K algebraisch und insbesondere a algebraisch
iiber K ist. |

Folgerung 11.10 Ist L|K eine Korpererweiterung und S C L eine Teilmenge mit der Eigen-
schaft, dass jedes a € S algebraisch iiber K ist, dann ist K(S)|K eine algebraische Erweiterung.

Beweis: Sei T C L die Teilmenge der iiber K algebraischen Elemente von L. Nach Teil (i) von Satz m ist T ein
Zwischenkorper von L|K, und es gilt S € T, nach Definition von S und T. Weil T ein Zwischenkorper von LK ist,
folgt K(S) C T. Daraus folgt, dass jedes a € K(S) iiber K algebraisch ist. Dies wiederum bedeutet, dass K(S)|K eine
algebraische Erweiterung ist. a




Anhang: Die quadratischen Erweiterungen von QQ

Eine Korpererweiterung L|K vom Grad [L : K] = 2 wird auch quadratische Erweiterung genannt. Weil solche Er-
weiterungen in Beispielen (bzw. Ubungsaufgaben) besonders hiufig vorkommen, beweisen wir einige allgemeine
Eigenschaften. Hierbei konzentrieren wir uns besonders auf den Fall des Grundkorpers K = Q.

Proposition 11.11 SeiK ein Korper mit char(K) # 2 und L|K eine Erweiterung mit [L : K] = 2.
Dann existiert ein y € L mit L = K(y) und y? € K. (Man sagt dazu auch, dass L aus K durch
Adjunktion einer Quadratwurzel entsteht.)

Beweis: Sei a ein beliebiges Element aus L \ K. Dann ist K(a) ein Zwischenkorper von L|K, und auf Grund der
Gradformel gilt [L : K(a)]-[K(a) : K] =[L : K] = 2. Wegen a ¢ K ist K(a) # K und somit [K(a) : K] > 1. Weil
[K(a) : K] zugleich ein Teiler von 2 ist, muss [K(a) : K] =2 und [L : K(a)] =1, also L = K(a) gelten. Sei f = u,
das Minimalpolynom von a iiber K. Wegen grad(f) = [K(a) : K] = 2 gibt es p,q € K mit f = x? + px + q. Wegen
char(K) # 2 existiert das multiplikative Inverse von 2y = 1y + 1, das wir der Einfachheit halber mit % bezeichnen.
Ebenso schreiben wir }1 fiir % . % Es gilt nun

fla)=0 & a’+pa+q=0 < a2+pa+%p2:%p2_q Py (a+%p)2=%5

wobei 6 = p?—4q die Diskriminante des Polynoms f bezeichnet. Setzen wir nun y = a+ % p, dann gilt K(a) = K(y),
denn offenbar ist y = a + %p eK(a)unda=y— %p € K(y). Daraus folgt L = K(y). AuRerdem gilt y? = %6 €K. O

Eine ganze Zahl a € Z wird quadratfrei genannt, wenn keine Primzahl p mit p? | a existiert. Im Folgenden setzen
wir die Eindeutigkeit und Existenz der Primfaktorzerlegung natiirlicher Zahlen als bekannt voraus. Diese Aussage,
die in der Schulmathematik auch als Fundamentalsatz der Arithmetik bekannt ist, ergibt sich aus der Tatsache, dass
7 ein faktorieller Ring ist. Dies wiederum wird in der Zahlentheorie-Vorlesung bewiesen.

Folgerung 11.12 Sei K|Q eine Erweiterung mit [K : Q] = 2. Dann gibt es eine quadratfreie
Zahl m € 7Z \ {0, 1} mit K = Q(+/m).

Beweis: Nach Proposition gibt es ein a € K mit K = Q(a) und r = a® € Q. Sei n € IN so gewihlt, dass nr € Z
gilt. Dann ist auch K = Q(na), und auBerdem n?r = (na)? € Z. Wir kénnen also a durch na ersetzen und direkt
davon ausgehen, dass r € Z gilt. Dabei ist r # 0, denn andernfalls wére auch a = 0, somit K = Q(0) = Q und
schlieBlich [K : Q] = [Q : Q] = 1, im Widerspruch zur Voraussetzung. Sei nun ]_[:=1 pf" die Primfaktorzerlegung
von |r|, mit t € Ny, ey, ...,e, € IN und den verschiedenen Primteilern py,...,p, von r. Sei ¢ € {1} das Vorzeichen
von r, es gelte also r = ¢|r|. Wir definieren e/ = 0, falls e; gerade, und e/ = 1, falls e; ungerade ist. Setzen wir

m=e ]_[f:1 pf‘{, dann ist m offenbar quadratfrei. AulSerdem unterscheiden sich r und m nur um ein Quadrat, es gibt
also ein n € IN mit r = n?m. Aus (a)? = (£)*r = m folgt 1a € {+/m} und somit K = Q(a) = Q(:a) = Q(vm).
Dabei ist m = O bereits ausgeschlossen. Ware m = 1, dann wiirde K = Q(1) = Q folgen, was wir weiter oben auch
schon ausgeschlossen hatten. |

Satz 11.13 Seien m,n € Z\ {0,1} zwei verschiedene quadratfreie Zahlen. Dann gilt +/n ¢

Q(vm), vym ¢ Q(+/n), also insbesondere Q(v/m) # Q(+/n).




Beweis: Offenbar gentigt es +/n ¢ Q(4/m) zu beweisen, denn der Beweis der anderen Aussage l4uft vollig analog.
Zunéchst zeigen wir, dass f = x? —m das Minimalpolynom von 4/m iiber @ ist. Offenbar ist f normiert und erfiillt
f(y/m) = 0. Wire f reduzibel, dann gibe es a, b € Q mit x> —m = (x —a)(x — b) = x> —(a + b)x + ab, woraus sich
b = —a und m = —ab = a? ergeben wiirde. Mit m = a® miisste auch a ganzzahlig sein (denn eine Primzahl p, die
den Nenner, aber nicht den Zahler von a teilt, wiirde auch im Nenner einer Darstellung von a? als gekiirzter Bruch
auftreten). Dann aber steht m = a? im Widerspruch dazu, dass m eine quadratfreie Zahl ungleich 1 ist. Es gilt also
tatséchlich ug m = f.

Nach Satzgilt [Q(v/m) : Q] = grad(f) = 2, und {1, y/m} ist eine Basis von Q(4/m) als Q-Vektorraum. Nehmen
wir nun an, es gilt /n € Q(4/m). Dann existieren also (eindeutig bestimmte) r,s € Q mit 4/n = r + s4/m. Durch
Quadrieren erhalten wir n = (r +s+/m)? = (r? + s2m) + 2rs/m. Weil die Menge {1, y/m} im Q-Vektorraum Q(/m)
linear unabhéangig ist, diirfen wir in

(r?’+s’m)-1+@2rs)-vm = n-1+0-v/m

einen Koeffizientenvergleich durchfithren. Wir erhalten 12 + s?>m = n und 2rs = 0, also r = 0 oder s = 0. Betrachten
wir zunichst den Fall s = 0. Dann ist r2 = n, was aber im Widerspruch dazu steht, dass n eine quadratfreie ganze
Zahl ist, siehe oben. Im Fall r = 0 ist s>m = n. Schreiben wir s = 7 mit a,b € Z und ggT(a, b) = 1, so erhalten wir
($)*>m = n < a®m = b®n. Nehmen wir an, die Zahl a besitzt einen Primteiler p. Wegen ggT(a, b) = 1 und p? | (a®m)
muss dann p? | n gelten. Aber dies widerspricht der Quadratfreiheit. Also muss a? = 1 gelten. Ebenso zeigt man
b2 = 1, so dass sich m = n ergibt. Aber auch dies widerspricht unseren Voraussetzungen. Die Annahme /11 € Q(4/m)
wurde also insgesamt zu einem Widerspruch gefiihrt. m|




§12. Fortsetzung von Kérperhomomorphismen

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, unter welchen Bedingungen
ein Homomorphismus ¢ : K — M von Korpern auf eine algebraische Erweiterung L 2 K fortgesetzt werden
kann, und falls ja, wieviele solcher Fortsetzungen existieren. Fiir den Fall, dass L von einem Element erzeugt
wird, also L = K(a) fiir ein iiber K algebraisches Element a gilt, werden wir diese Fragen vollstindig beant-
worten. In den Ubungen wird sich zeigen, dass mit den Ergebnissen dieses Abschnitts auch mehrelementige
Erzeugendensysteme behandelt werden kénnen.

Wie wir im weiteren Verlauf sehen werden, spielen Kérperhomomorphismen und ihre Fortsetzung beim Stu-
dium algebraischer Erweiterungen eine wichtige Rolle. Im folgenden Abschnitt § 13 werden wir mit ihrer
Hilfe zeigen, dass der algebraische Abschluss eines Korpers und (allgemeiner) Zerfallungskorper beliebiger
Polynommengen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind. In einem spéteren Kapitel werden wir zwei Ei-
genschaften algebraischer Kérpererweiterungen einfithren, die sog. normalen bzw. separablen Erweiterungen,
die sich durch Kérperhomomorphismen charakterisieren lassen. In der Galoistheorie, die wir am Ende der Vor-
lesung behandeln werden, spielen Kérperhomomorphismen als Elemente der Galoisgruppen sogar eine ganz
zentrale Rolle.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Fortsetzung eines Korperhomomorphismus — eindeutige Festlegung einer Fortsetzung durch
die Bilder der Erzeuger

— Existenz von Fortsetzungen auf endliche und al-
gebraische Erweiterungen

— Festlegung der Anzahl der Fortsetzungen durch
die Nullstellen des Bildpolynoms in der Erwei-
terung

Sei L|K eine Korpererweiterung und ¢ : K — K ein Homomorphismus von K in einen weiteren Kérper K. Ein
Homomorphismus ) : L — K wird Fortsetzung von ¢ genannt, wenn )|, = ¢ erfiillt ist. Zunichst formulieren wir
die zentrale Aussage zur Eindeutigkeit von Fortsetzungen

Satz 12.1 Sei L|K eine Korpererweiterung, S C L eine Teilmenge mit L = K(S) und ¢ : K —» K
ein Homomorphismus in einen weiteren Korper K. Sind dann ), v, : L — K zwei Fortsetzungen
von ¢ mit ;s = ,ls, dann gilt 1 = 5.

Beweis: Wir iiberpriifen, dass die Teilmenge M = {a € L | ¢¥;(a) = ¢y,(a)} ein Zwischenkorper von L|K ist, der
S als Teilmenge enthélt. Zunéchst zeigen wir, dass M ein Teilring von L ist. Da ¢; und v, Ringhomomorphismen
sind, gilt 1,(1;) = 13 =,(1;) und somit 1, € M. Seien nun a, 3 € M vorgegeben. Dann gilt ¥;(a) = Y5(a) und
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Y1(B) = 2(B). Es folgtypy (a—p) = 1 (a)=v1(B) = 2(a)=v2(B) = y,(a—p) und somit a—f € M. Durch eine

analoge Rechnung erhilt man af € M. Damit ist die Teilring-Eigenschaft von M nachgewiesen. Ist a # 0,, dann gilt
dariiber hinaus v, (a™!) =¥, (a)™ = Y,(a)™! =y,(a™!) und somit a~* € M. Also ist M sogar ein Teilkérper von
L. Fiir alle a € K gilt wegen der Fortsetzungs-Eigenschaft ¢, |x = Y|y = ¢ die Gleichung ¢;(a) = ¢(a) = ¢,(a)
und somit a € M. Somit ist K in M enthalten, und folglich ist M ein Zwischenkorper von L|K. Aus der Voraussetzung
YP|g = 1P, |s folgt schlieBlich noch S € M. Insgesamt ist M also ein Zwischenkorper von L|K mit S € M. Wir erhalten
L =K(S) € M, also M = L. Dies zeigt, dass v; und v, auf ganz L iibereinstimmen. m|

Wir formulieren einen wichtigen Spezialfall dieser Aussage: Gilt L = K(a) fiir ein a € L und ist € K, dann gibt es
fiir jeden Homomorphismus ¢ : K — K und jedes 8 € K hochstens eine Fortsetzung 1) g K(a) — K von ¢ mit der
Eigenschaft ¢ 4(a) = 8.

Nun befassen wir uns mit der Existenz von Fortsetzungen auf algebraische Erweiterungen. Auf Grund der universel-
len Eigenschaft der Polynomringe gibt es zu jedem Isomorphismus ¢ : K — K von Kérpern einen eindeutig bestimmen
Homomorphismus K[x] — K[x] zwischen den Polynomringen gegeben durch > a;x' — > ¢ (a;)x'. Offenbar
handelt es sich dabei um einen Isomorphismus zwischen K[x] und K[x], den wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen.

Satz 12.2 (Fortsetzungssatz)

Sei ¢ : K — K ein Isomorphismus von Korpern. Seien auRerdem L|K und L|K Koérpererweite-
rungen und a € L ein {iber K algebraisches Element mit Minimalpolynom f € K[x]. Ist dann
@ € L eine Nullstelle von f = ¢(f) € K[x], dann gibt es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung
4 von ¢ auf K(a) mit y(a) = a. Dieser Homomorphismus 1 definiert einen Isomorphismus
zwischen den beiden Korpern K (a) und K(&).

Beweis: Die Eindeutigkeit von ¢ ist nach Satz klar. Zum Nachweis der Existenz verwenden wir Satz Dieser
liefert uns Isomorphismen

¢1:K[x]/(f)=K(@) und  ¢,:K[x]/(f) = K(&)

mit ¢;(x + (f)) = a und ¢p,(x + (f)) = @ sowie ¢1(a+(f)) = aund ¢p,(a +(f)=dfiraekK und d € K. Wir
betrachten nun zusitzlich den Ringhomomorphismus p : K[x] — K[x]/(f) gegeben durch g — ¢(g) + (f). Weil
die Abbildungen ¢ : K[x] — K[x] und K[x] — K[x1/(f), h — h+ (f) surjektiv sind, ist auch p ein surjektiver
Ringhomomorphismus. AuBerdem ist ker(p) = (f ), denn fiir alle g € K[x] gilt

geker(p) & p@)=0+() & ¢@e(f) & ge(f) ,

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass auf Grund der Isomorphismus-Eigenschaft von ¢ die Vielfachen
des Polynoms genau auf die Vielfachen von f = ¢(f) abgebildet werden. Wir kénnen also den Homomorphiesatz
fiir Ringe anwenden und erhalten einen Isomorphismus 5 : K[x]/(f) = K[x1/(f) mit p(x + (f)) = x + (f).

Definieren wir nun den Isomorphismus v durch ¢ = ¢,0p 0", dann gilt Y (a) = (¢o0p)(x+(f)) = Po(x+(f)) =
a. Andererseits gilt fiir alle a € K auch Y(a) = (¢, 0 p)a+ (f)) = ¢o(¢(a) + (f)) = $(a), also Y| = ¢. Als
Isomorphismus K(a) — K(&) ist ) auch ein Homomorphismus K(a) — L von Korpern. m|
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Haufig benétigt man auch die folgende Umkehrung des soeben bewiesenen Satzes.

Satz 12.3 Sei ¢ : K — K ein Isomorphismus von Kérpern. Seien auRerdem L|K und L|K
Korpererweiterungen, a € L und f € K[x] ein Polynom mit f(a) = 0. Ist dann v : K(a) — L
ein Kérperhomomorphismus mit 1|, = ¢, dann ist @ = 1(a) eine Nullstelle von f = ¢ (f).

Beweis: Sein=grad(f)und f =Y.\ a;x mitay,...,a, €K.Es gilt f = > $(a;)x’, und daraus folgt

f@ = Y@ = D ¢ai@ = Y plapa)
i=0 =0 i=0

I/J(Zaiai) = Y(f(@) = ¥0O) = o

i=0
Dabei wurde im vierten Schritt die Homomorphismus-Eigenschaft von 1) verwendet. m|

Insbesondere gilt also: Sind L, I Erweiterungskorper von K, f € K[x], a € L eine Nullstelle von f und 2 : L — L
ein K-Homomorphismus, dann ist auch vy)(a) eine Nullstelle von f. Beispielsweise muss jeder Q-Homomorphismus
Q(v/2) — Q(+2) das Element +/2 auf +/2 oder —+/2 abbilden, denn dies sind die einzigen Nullstellen des Polynoms
f=x*2-2€eQ[x].

Folgerung 12.4 Sei ¢ : K — K ein Isomorphismus von Kérpern. Seien auferdem L|K, L|K
Korpererweiterungen, a € L algebraisch iiber K und f = ug,. Dann stimmt die Anzahl der
Fortsetzungen 1 : K(a) — L von ¢ (also die Anzahl der Homomorphismen mit [z = ¢)
{iberein mit der Anzahl der Nullstellen von f = ¢(f) in L.

Beweis: Seiens € IN und f,, ..., B, die verschiedenen Nullstellen von f in L. Auf Grund des Fortsetzungssatzes gibt
es fiir jedes i € {1,...,s} eine eindeutig bestimmte Fortsetzung 1); : K(a) — L von ¢ mit v;(a) = ;. Ist umgekehrt
1) : K(a) — L eine beliebige Fortsetzung von ¢, dann ist (@) nach Satzeine Nullstelle von f, also gilt 1) () = f3;
fiir ein i. Auf Grund der Eindeutigkeitsaussage im Fortsetzungssatz folgt daraus ¢ = ;. |

Folgerung 12.5 Fiir jede algbraische Erweiterung L|K gilt Homg (L, L) = Autg(L).

Beweis: Die Inklusion Autg (L) € Homg (L, L) ist auf Grund der Definitionen trivial. Zum Beweis der umgekehrten In-
klusion sei ¢p € Homg (L, L) vorgegeben. Als Korperhomomorphismus ist ¢ injektiv; zu zeigen bleibt die Surjektivitat.
Fiir vorgegebenes 3 € L miissen wir zeigen, dass ein a € L mit ¢(a) = f§ existiert. Sei f = uy 3 das Minimalpoly-
nom von f3 iiber K und N C L die Menge der Nullstellen von f in L. Aus der Zahlentheorie-Vorlesung ist bekannt,
dass es sich bei N um eine endliche Menge handelt, genauer sogar, dass |[N| < grad(f) gilt. Wir betrachten nun die
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eingeschriankte Abbildung ¢ |y. Als Einschrinkung einer injektiven Abbildung ist auch ¢ |y injektiv. Nach Satz [12.3]
ist fiir jedes a € N auch ¢ (a) eine Nullstelle von f, also ¢(a) € N und somit ¢(N) € N. Weil ¢ |y : N — N injektiv
und die Menge N endlich ist, ist ¢ |y auch surjektiv. Es gibt also ein a € N mit ¢(a) = (¢ |y)(a) = B. Damit ist die
Surjektivitdt nachgewiesen. O

Im Fall einer endlichen Erweiterung L|K kann man die Gleichung Homy (L, L) = Autg (L) auch einfacher beweisen:
Jeder K-Homomorphismus ¢ : L — L ist vertrdglich mit der Addition und erfiillt fiir alle a € K und y € L jeweils
¢(ay) = ¢p(a)p(y) = ap(y), ist also ein Endomorphismus des endlich-dimensionalen K-Vektorraums L. AufSerdem
wissen wir bereits, dass Kérperhomomorphismen stets injektiv sind. Aus der Linearen Algebra ist nun bekannt, dass
jeder injektive Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums bijektiv ist; dies war eine Folgerung aus
dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen. Also ist ¢ in Autg (L) enthalten.

Als Anwendungsbeispiel der bisherigen Sitze zeigen wir, dass es genau drei Q-Homomorphismen Q(+/2) — C,
aber nur einen einzigen Q-Homomorphismus Q(+2) — R gibt. Nach dem sog. Eisenstein-Kriterium, das wir in
der Zahlentheorie-Vorlesung behandeln werden, ist das Polynom f = x® — 2 in Q[x] irreduzibel. AuBerdem gilt
f(¥/2) =0, also ist f nach Proposition das Minimalpolynom von v2 iiber Q.

Um die beiden nicht-reellen Nullstellen von x®—2 darzustellen, benétigt man die Zahl { = —% + % vV—=3.Wegen 3 =1
und ¢ # 1 bezeichnet man diese Zahl als primitive dritte Einheitswurzel;, wir werden solche Zahlen zusammen mit
ihren Minimalpolynomen iiber @, den sogenannten Kreisteilungspolynomen, spéter in der Zahlentheorie-Vorlesung
systematisch untersuchen. Um die Gleichung {® = 1 zu verifizieren, bemerken wir zunéchst

CHC+1 = 1(-1+V-3P—1+3ivV=3+1 = i(-1+iv3)?-1+1ivV3+1
1 . 1, 1 1 1. 1, 1:
= 2(1—211/5—3)—5+§l1/§+1 = —E—Elﬁ—§+il1/§+1 = 0.

Daraus folgt dann {3 —1 = ({ —1)(Z%2++ 1) = ({—1)-0 = 0. Mit Hilfe der Gleichung {® = 1 lisst sich nun
leicht iiberpriifen, dass ¢ ¥/2 und ¢2+/2 die beiden nicht-reellen Nullstellen von f sind: Es gilt f({vV2) = ({¥/2)° =
(V2P —2=1-2—2=0und f({*¥V2) = (*¥V2)’ =2 = (*)*(¥2)* =2 =1%-2—2 = 0. Dies zeigt, dass v/2, {¥/2
und ¢2¥2 die drei komplexen Nullstellen von f sind.

Die drei Nullstellen entsprechen nun nach Folgerung drei verschiedenen Fortsetzungen 1 : Q(¥/2) — C von
idg, also drei verschiedenen Q-Homomorphismen. Wegen ¢ ¢ R ist { V2 keine reelle Zahl, und wegen {2 = —% —
%\/—_3 ¢ R ist auch {?¥2 nicht reell. Dies bedeutet, dass ¥/2 die einzige Nullstelle von f in R ist. Folglich gibt
es, wiederum nach Folgerung nur einen einzigen Q-Homomorphismus Q(+2) — R. Es handelt sich um die
identische Abbildung Q(¥/2) — R, a — a.

Als Erginzung bemerken wir noch, dass kein Q-Homomorphismus Q(+/2) — Q existiert, denn das Minimalpolynom
x% — 2 von V2 besitzt keine Nullstelle in . Alternativ kann man das auch damit begriinden, dass Q(+2) als Q-
Vektorraum dreidimensional ist und somit keine injektive lineare Abbildung in den eindimensionalen Q-Vektorraum
Q existiert.

Zum Schluss beweisen wir noch eine elementare Aussage zum Verhalten von Erzeugendensystemen unter Kérperho-
momorphismen, die wir im nachfolgenden Kapitel benotigen werden.

Lemma 12.6 Sei ¢ : K — K ein Isomorphismus von Kérpern und L|K und L|K Kérperer-
weiterungen. Sei S C L eine Teilmenge und v : L — L eine Fortsetzung von ¢. Dann gilt

PY(K(S)) = K((S)).
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Beweis: Sei M =)(K(S)). Nach Definition des erzeugten Teilkorpers K(1)(S)) ist zu zeigen:

(i) M ist ein Zwischenkoérper von L|K, der v(S) enthilt.

(i) Ist L; ein weiterer Zwischenkérper von L|K mit L; 2 v(S), dann folgt L; 2 M.

zu (i) Als Bild von K(S) C L unter einem Koérperhomomorphismus nach L ist ¢(K(S)) auf jeden Fall ein Teilkorper
von L. Dieser enthilt K = ¢(K) = 1 (K), also ¢ (K(S)) ein Zwischenkérper von L|K. AuRerdem ist wegen S € K(S)
auch ¢ (S) in ¢ (K(S)) enthalten.

zu (ii) Es geniigt zu zeigen, dass K(S) in ¢ ~!(L,) enthalten ist, denn die Anwendung von ) auf beide Seiten dieser
Gleichung liefert M = 4 (K(S)) € ¢ ()" *(L;)) € L,. Dazu reicht es zu iiberpriifen, dass yp~'(L,) ein Zwischenkdrper
von L|K ist, der S als Teilmenge enthilt.

Zunichst zeigen wir, dass v!(L;) ein Teilkérper von L ist. Weil L, ein Teilkorper von L ist, gilt ¢(1;) = 1; € L,
und somit 1; € y~}(L;). Seien nun a, € ¢~!(L,) vorgegeben. Dann gilt 1(a),(B) € L;. Weil L, ein Teilkorper
von [ ist, liegen auch v(a— B) = (a) —(B) und v (ap) = Y (a)y(B) in L,. Daraus folgt a — 8 € ¢p~*(L;) und
af € Y~(L,). Ist auRerdem a # 0;, dann gilt wegen v (a)y(a™!) = y(aa™) = (1) = 1; und der Teilkérper-
Eigenschaft von L; auch y(a™!) = (a)"! € L; und damit o € yp"(L,).

Also ist vp~!(L;) tatsichlich ein Teilkérper von L. Wegen v(K) = ¢(K) =K C L, gilt K C v~ (L,). Also ist yp~*(L;)
ein Zwischenkérper von L|K. Wegen v)(S) C L, enthilt v)~!(L;) auch die Menge S. O
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§13. Zerfdllungskorper

Zusammenfassung. Bereits in § 11 haben wir gezeigt: Ist K ein Kérper und f € K[x] ein irreduzibles Poly-
nom, dann gibt es eine Korpererweiterung L |K, die eine Nullstelle von f enthélt. Betrachten wir zum Beispiele
K=Qund f = x>*—2 e Q[x], dann ist L = Q(+2) ein solcher Erweiterungskérper, mit der Nullstelle ¥2 € L
des Polynoms f. Im Allgemeinen bedeutet der Ubergang zu einer solchen Erweiterung L|K aber nicht, dass f
iiber L vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Im angegebenen Beispiel etwa besitzt das Polynom f iiber Q(+/2)
die Faktorisierung

f = (x — V2)(x% + V2x + V4)

wobei der quadratische Faktor allerdings nicht weiter zerlegt werden kann (Details siehe Haupttext). Ist ein
nicht-konstantes Polynom f {iber einem Korper K vorgegeben, so bezeichnet man einen minimalen Erwei-
terungskorper L 2 K, iiber dem f in Linearfaktoren zerfallt, als Zerfdllungskérper von f {iber K. In unse-
rem Beispiel ist dies eine echte Erweiterung des Korpers Q(+/2), nimlich Q(+/2, ) mit der nicht-reellen Zahl
{=—3+3v/-3€C.

Wie wir sehen werden, kann nicht nur einem einzelnen nicht-konstantem Polynom, sondern jeder beliebi-
gen Menge S C K[x] solcher Polynome ein Zerfallungskorper zugeordnet werden. Wir zeigen, dass ein solcher
Korper stets existiert und bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Bereits im ersten Semester wurde erwahnt
(und spater im Rahmen der Funktionentheorie-Vorlesung bewiesen), dass der Korper C der komplexen Zah-
len algebraisch abgeschlossen ist, was bedeutet, dass jedes nicht-konstante Polynom iiber C in Linearfaktoren
zerféllt. Als Anwendung der Zerfallungskorper zeigen wir, dass jeder beliebige Korper K einen minimalen al-
gebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper besitzt. Man bezeichnet einen solchen Korper als algebraischen
Abschluss von K. Auch dieser ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Siitze

— Zerfallungskorper eines nicht-konstanten — Existenz und Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers bis
Polynoms f € K[x] auf K-Isomorphie

— Zerféllungskorper einer Teilmenge S der — Existenz und Eindeutigkeit des algebraischen Abschlus-
Menge Sy aller nicht-konstanten Polynome ses bis auf K-Isomorphie

— algebraisch abgeschlossener Korper — Fortsetzbarkeit von Kérperhomomorphismen auf belie-

bige algebraische Erweiterungen (unter der Vorausset-
zung, dass der Wertebereich algebraisch abgeschlossen
ist)

— algebraischer Abschluss eines Korpers
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Satz 13.1 Sei K ein Korper und f € K[x] ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt es einen
Erweiterungskorper L von K mit den beiden Eigenschaften

(i) Das Polynom f zerféllt {iber L in Linearfaktoren.

(i) Sind ay, ..., a, die Nullstellen von f in L, dann gilt L = K(ay, ..., a,).

Ein Erweiterungskorper von L mit diesen Eigenschaften wird Zerfillungskorper von f iiber K
genannt.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber n = grad(f). Dabei konnen wir voraussetzen,
dass f normiert ist, weil sich an den Nullstellen nichts dndert, wenn wir f mit einem Element a € K* multiplizieren.
Im Fall n =1 gilt dann f = x — a fiir ein a € K. Also ist L = K(a) = K der gesuchte Korper.

Sei nun n € IN und setzen wir die Aussage fiir Polynomgrade m < n als giiltig voraus. Sei f vom Grad n und
f1 € K[x] ein irreduzibler Faktor von f. Nach Satz[11.6]iiber die Existenz algebraischer Erweiterungen gibt es einen
Erweiterungskorper M, von K und ein Element a; € M, mit f(a;) = f;(a;) =0. Sei M = K(a;) und g € M[x] mit
f = (x—a;)g. Wegen grad(g) < grad(f) = n kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf g € M[x] anwenden.
Wir erhalten einen Erweiterungskorper L von M, so dass das Polynom g iiber L in Linearfaktoren zerféllt, g =
(x—a;) ...-(x—a,),und L = M(a,,...,a,) gilt. Es folgt

f=x—a))x—ay) ...-(x—a,) und L=M(ay,...,a,)=K(aj,ay,..., a,). O

Nach Satz ist jeder Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[x] algebraisch iiber K, weil er von endlich vielen
algebraischen Elementen erzeugt wird.

Betrachten wir das bereits in der Einleitung angekiindigte Beispiel mit dem Grundkorpers K = @ und dem Poly-
nom f = x®—2 € Q[x]. Offenbar ist ¥/2 eine Nullstelle von f in R. Allerdings zerfillt f iiber Q(+/2) nicht in
Linearfaktoren. Statt dessen besitzt f {iber diesem Korper die Zerlegung

f = (x=vV2)(x?+ V2x + /4.

Der quadratische Faktor mit den Koeffizienten p = +/2 und q = /4 besitzt die negative Diskriminante p? — 4q =
(V/2)? —4/3 = /4—4V3 = (=3)V3, hat also keine reellen Nullstellen. Wegen Q(+¥/2) C R ist somit gezeigt, dass
der quadratische Faktor in Q(+/2) tatsichlich nicht in Linearfaktoren zerlegt werden kann. Dies kann man auch
anhand der drei komplexen Nullstellen von x* — 2 {iberpriifen: Wie wir in § 12 gesehen haben, sind dies neben v'2
die beiden nicht-reellen Zahlen ¢ v/2 und {?+V2. Letztere miissen zugleich auch die Nullstellen des quadratischen
Faktors sein, was auch direkt nachrechnen kann: Wegen 1+ { + {2 = 0 gilt

(x—CV2)(x—02V2) = 2=+ V2x+3VF = xX2+2x+ V4

Insgesamt gilt also x> —2 = (x— v/2)(x —{ ¥/2)(x —{?¥/2). Dies zeigt, dass der Zerfallungskorper von f iiber Q durch

Q(¥2,732,02¥2) = Q(¥2,) gegeben ist. Fiir die letzte Gleichung geniigt es, die Inklusionen {+/2, V2, {%+/2} C

Q(¥2,0) und {V2,¢} € Q(+/2,LV2,{%3/2) zu iiberpriifen; bei der zweiten Inklusion verwendet man die Gleichung
V2

_¢
(=52
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Man beachte, dass das Polynom f in Satz auch reduzibel iiber dem Grundkérper @ sein darf. Ist beispielsweise
f=(x*—=2)(x?-3)(x —5) € Q[x] und K = Q(v2, +/3), dann ist K einZerfillungskérper von f iiber Q, denn die
Nullstellen von f sind £+4/2, £4/3 und 5, und es gilt

K = QW2,—v2,V3,—v3,5).

Wir erweitern nun die Definition des Zerfallungskoérpers nun von einem Polynom auf eine beliebige Menge von Poly-
nomen.

Satz 13.2 Ist K ein Korper und S € K[x] eine beliebige (moglicherweise unendliche) Menge
von nicht-konstanten Polynomen, dann gibt es einen Erweiterungskorper L von K mit der Ei-
genschaft, dass jedes Polynom f € S iiber L in Linearfaktoren zerfallt, und dass I = K(N) gilt,
wobei

N = {a€l|f(a)=0fiirein f €S}

die Menge der Nullstellen sdmtlicher Polynome aus S bezeichnet. Man nennt L dann einen Zer-
fallungskorper von S iiber dem Grundkorper K.

Ist die Teilmenge S € K[x] endlich, dann folgt die Aussage direkt aus Satz Bezeichnet namlich g € K[x] das
Produkt aller Polynome aus S, dann ist jeder Zerfallungskorper von g, wie man unmittelbar {iberpriift, auch ein Zer-
fallungskorper von S. Fiir den Beweis im allgemeinen Fall bendtigt man nichttriviale Hilfsmittel aus der Mengenlehre,
unter anderem das sog. Zornsche Lemma. Aus algebraischer Sicht bietet der Beweis aber wenig Neues, weshalb wir
ihn in einen Anhang zu diesem Kapitel verschieben.

Proposition 13.3  Sei K ein Korper und S € K[x] eine beliebige Menge nicht-konstanter
Polynome. Dann ist jeder Zerfallungskorper von S eine algebraische Erweiterung von K.

Beweis: Dies ergibt sich direkt aus Folgerung|11.10, weil jeder Zerfallungskoérper durch Adjunkten von Nullstellen
von Polynomen tiiber K entsteht, also durch Adjunktion von Elementen, die {iber K algbraisch sind. m|

Der Zerféllungskorper einer Menge S C K[ x ] nicht-konstanter Polynome ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt,
sondern nur, wie wir weiter unten zeigen werden, eindeutig bis auf K-Isomorphie. Beschrankt man sich bei der Suche
nach Zerfallungskérpern aber auf Teilkérper eines vorgegebenen Erweiterungskorpers L 2 K, dann erhilt man echte
Eindeutigkeit.

Proposition 13.4 Sei K ein Kérper, S C K[x] eine Menge nicht-konstanter Polynome und L ein
Erweiterungskorper von K mit der Eigenschaft, dass jedes Polynom aus S iiber L in Linearfakto-
ren zerfillt. Dann enthélt I genau einen Zerfallungskérper Lg von S iiber K. Es handelt sich um
den kleinsten Zwischenkérper von L|K mit der angegebenen Eigenschaft; ist L, ein beliebiger
Zwischenkorper mit dieser Eigenschaft, dann folgt L; 2 Lg.

— 107 —



Beweis: Sei N = {a € L | f(a) = Ofiirein f € S} und Lg = K(N). Jedes Polynom f € S zerfillt iiber L in
Linearfaktoren, und alle Nullstellen o € L von f sind in Ls enthalten. Also zerfillt jedes f € S bereits iiber Lg in
Linearfaktoren. Zusammen mit Lg = K(N) folgt daraus, dass Lg ein Zerfallungskorper von S iiber K ist. Ist L; ein
beliebiger Zwischenkorper von L |K mit der Eigenschaft, dass jedes Polynom aus S iiber L, in Linearfaktoren zerfllt,
dann enthilt L; die Nullstellen aller Polynome aus S in L. Es gilt also N C L; und damit auch Ly = K(N) C L;.
Nehmen wir nun an, dass L’ ein weiterer Zwischenkérper von L|K ist, der zugleich Zerfillungskérper von S iiber K
ist. Dann wird L’ insbesondere von N iiber K erzeugt. Es gilt also L' = K(N) = Lg. m|

Unter den Voraussetzungen von Proposition ist es also zulissig, von dem Zerfillungskorper der Menge S in L zu
sprechen. Besonders hiufig verwendet man diese Eindeutigkeit in der Situtation, dass L = C und K ein Zwischen-
korper von C | Q ist. Weil nach dem in der Funktionentheorie-Vorlesung bewiesenen Fundamentalsatz der Algebra
jedes Polynom f € C[x] tiber C in Linearfaktoren zerfallt, besitzt jede Menge S € K[x] nicht-konstanter Polynome
iiber einem solchen Zwischenkorper K, erst recht jedes einzelne nicht-konstante Polynom, einen eindeutig bestimm-
ten Zerfallungskorper in C.

Wir wenden uns nun einem besonders wichtigen Typ von Zerféallungskérpern zu, dem algebraischen Abschluss eines
Korpers K. Zunéchst definieren wir

Definition 13.5 Ein Korper K heil3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante
Polynom f € K[x] in K eine Nullstelle besitzt.

Durch vollstdndige Induktion {iber den Polynomgrad grad(f) zeigt man leicht, dass jedes nicht-konstante Polynom
f € K[x] iiber K in Linearfaktoren zerféllt, wenn K algebraisch abgeschlossen ist. Wie bereits oben bemerkt, besitzt
der Korper C der komplexen Zahlen die Eigenschaft der algebraischen Abgeschlossenheit.

Definition 13.6 Sei K ein Korper. Ein Erweiterungskorper L von K wird algebraischer Ab-
schluss von K genannt, wenn L|K algebraisch und L algebraisch abgeschlossen ist.

Unser nédchstes Ziel besteht in dem Nachweis, dass jeder Korper K einen algebraischen Abschluss besitzt, und dass
dieser ,im Wesentlichen“ eindeutig bestimmt ist. Auch fiir den Zerféallungskorper eines Polynoms f € K[x] werden
wir einen entsprechende Eindeutigkeitsaussage beweisen.

Proposition 13.7 Fiir jede Erweiterung L|K sind die folgende Aussagen dquivalent.

(i) Der Korper L ist ein algebraischer Abschluss von K.

(ii) Die Erweiterung L|K ist algebraisch, und jedes nicht-konstante Polynom f € K[x] zerfallt
iiber L in Linearfaktoren.

(iii) Die Erweiterung L|K ist minimal mit der Eigenschaft, dass jedes nicht-konstante Polynom
f € K[x] in Linearfaktoren zerfallt. Es gibt also abgesehen von L selbst keinen Zwischen-
korper von L|K mit dieser Eigenschaft.
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Beweis: Die Implikation ,,(i) = (ii)“ ist auf Grund der Definitionen trivial. Zum Beweis von ,,(ii) = (iii)“ setzen wir
voraus, dass L|K algebraisch ist, und dass jedes nicht-konstante Polynom f € K[x] iiber L in Linearfaktoren zerfallt.
Sei L, ein beliebiger Zwischenkorper von L|K mit derselben Eigenschaft; zu zeigen ist L; = L. Die Inklusion L; € L
ist offenbar erfiillt. Fiir den Beweis der umgekehrten Inklusion sei a € L vorgegeben. Das Minimalpolynom f = ug ,
ist nicht-konstant, zerfillt also iiber L, in Linearfaktoren. Weil a eine Nullstelle von f ist, muss a in L; liegen.

Nun zeigen wir noch die Implikation ,(iii) = (i)“. Setzen wir voraus, dass L|K die unter (iii) angegebene Mini-
malitatseigenschaft besitzt. Sei Sy € K[x] die Menge aller nicht-konstanten Polynome und N = {a € L | f(a) =
0 fiir ein f € Sk }. Jedes Polynom f € Sy zerfallt nicht nur iiber L, sondern auch {iber K(N) in Linearfaktoren. Auf
Grund der Minimalitatseigenschaft gilt also L = K(IN). Die iiber K algebraischen Elemente in L bilden nach Satz
einen Teilkorper T von L, der offenbar K und N enthélt. Es gilt also K(N) € T C L. Daraus folgt T = L, die
Erweiterung L|K ist also algebraisch.

Es bleibt zu zeigen, dass L|K algebraisch abgeschlossen ist. Fiir ein beliebig vorgegebenes nicht-konstantes Polynom
f € L[x] ist die Existenz einer Nullstelle von f in L nachzuweisen. Sei I 2 L ein Zerfillungskorper von f iiber
L und a € L eine beliebige Nullstelle von f. Mit L(a)|L und L|K ist nach Satz auch die Erweiterung L(a)|K
algebraisch. Sei h € K[x] das Minimalpolynom von a tiber K. Nach Voraussetzung zerfallt h tiber L in Linearfaktoren.
Aus h(a) =0 folgt a € L. O

Folgerung 13.8 Sei L|K eine Korpererweiterung und Sy € K[x] die Menge aller nicht-
konstanten Polynome iiber K. Genau dann ist L ein algebraischer Abschluss von K, wenn L
ein Zerfallungskorper von Sy ist.

Beweis: Als Zerfallungskorper von Sy ist L jedenfalls algebraisch iiber K. AuBerdem zerféllt jedes nicht-konstante
Polynom aus K[x] tiber L in Linearfaktoren. Auf Grund der Richtung ,,(ii) = (i)“ in Satzist L damit ein algebrai-
scher Abschluss von K. Setzen wir umgekehrt voraus, dass L ein algebraischer Abschluss von K ist. Dann zerféllt jedes
Polynom aus Sk iiber L in Linearfaktoren. Auflerdem wird L iiber K durch die Menge der Nullstellen der Polynome
f € Sk erzeugt, denn jedes a € L ist jeweils Nullstelle von ug , € Sk. Also ist L ein Zerfallungskorper von Sy iiber K.
O

Wegen Satz ergibt sich aus Folgerung|13.8] dass jeder Korper K einen algebraischen Abschluss besitzt. Aulerdem
stellen wir fest: Ist K ein Korper und L ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper von K, dann ist

K = {ael|aalgebraisch iiber K}

der eindeutig bestimmte algebraische Abschluss von K in L. Denn offenbar ist K der Zerfallungskorper der Menge
Sk € K[x] aller nicht-konstanten Polynome, und dieser ist nach Satz eindeutig bestimmt. Die Behauptung folgt
ist somit eine Konsequenz von Folgerung Es ist also gerechtfertigt, von dem algebraischen Abschluss eines
Korpers K in einem algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskorper L 2 K zu sprechen.

Ist insbesondere K ein Zwischenkorper C|Q, dann ist K = {a € C | a algebraisch iiber K} der eindeutig bestimmte
algebraische Abschluss von K in C. Man beachte, dass C selbst kein algebraischer Abschluss von @ ist, denn dies
wiirde bedeuten, dass C|Q eine algebraische Erweiterung ist. Wie wir in § 11 bemerkt haben, gibt es in C aber
Elemente, die iiber Q) transzendent sind, zum Beispiel e und 7.
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Unser néchstes Ziel ist der Beweis der Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses eines Korpers K bis auf K-Iso-
morphie. Dies soll bedeuten: Sind K; und K, zwei algebraische Abschliisse von K, dann gibt es einen K-Isomorphis-
mus kl — IN<2.

Proposition 13.9 Sei L|K eine algebraische Erweiterung, K ein algebraisch abgeschlossener
Korper und ¢ : K — K ein Homomorphismus von Kérpern. Dann gibt es eine Fortsetzung 1 von
¢ auf den Korper L, also einen Homomorphismus ) : L — K mit 1 |x = ¢.

Beweis: Wir beschrinken uns auf den Fall, dass die Erweiterung L|K endlich ist. Den unendlichen Fall bearbeitet
man auch hier mit Hilfe des Zornschen Lemmas (siehe Anhang). Der Beweis wir durch vollstindige Induktion iiber
n =[L : K] gefiihrt. Ist n = 1, dann gilt L = K, und wir kénnen einfach ¢ = ¢ setzen.

Sei nun n € N, und setzen wird die Aussage filir Erweiterungen vom Grad < n voraus. Sei a € L \ K ein beliebiges
Element und f € K[x] das Minimalpolynom von a iiber K. Weil K algebraisch abgeschlossen ist, besitzt das Polynom
f = ¢(f) eine Nullstelle & in K. Wir wenden nun den Fortsetzungssatz, Satz , auf den Isomorphismus ¢ : K —
#(K) an und erhalten einen (eindeutig bestimmten) Homomorphismus ¢ : K(a) — K mit ¢(a) = & und ¢| k=¢.
Wegen a ¢ K ist [K(a) : K] > 1, und nach dem Gradsatz gilt
[L:K]
[L:K(a)] = ———— < [L:K] = n.

[K(a):K]
Wir kénnen somit die Induktionsvoraussetzung auf die Erweiterung L|K(a) anwenden und erhalten einen Homo-
morphismus 1) : L — K mit Yl = ¢- Es folgt Yl = (Ylg)lk = @l = ¢ O

Satz 13.10 Sei K ein Korper und S € K[x] eine Menge bestehend aus nicht-konstanten Po-
lynomen. Sei ¢ : K — K ein Isomorphismus von Korpern und § = {¢(f) | f € S}. Sei L ein
Zerfillungskorper von S und L ein Zerfillungskorper von S. Dann gibt es einen Isomorphismus

i L — L mit g = ¢.

Beweis: Sei L ein algebraischer Abschluss von L. Weil der Korper L algebraisch abgeschlossen ist, kann ¢ nach
zu einem Homomorphismus 1) : L — L fortgesetzt werden. Zu zeigen ist (L) = L.

Sei N die Menge der Nullstellen aller Polynome f € S in L, und sei N C L die entsprechende Menge fiir 5. Nach
Definition der Zerfillungskorper gilt L = K(N) und L = K(N). Fiir jedes a € N gibt es ein f € S mit f (a) = 0. Wegen
¢ = Y|k ist Y(a) nach Satz eine Nullstelle von f = ¢(f). Es folgt 1)(a) € N und insgesamt )(N) C N. Mit
Lemma erhalten wir

Y(L) = YENW) = K@¥©) < KW) = L.

Nun zeigen wir, dass jedes nicht-konstante Polynom aus S iiber dem Korper (L) in Linearfaktoren zerfillt. Sei also
f € 8 vorgegeben und f € S mit f = ¢(f). Weil L ein Zerfallungskérper von S ist, zerfallt f iiber L in Linearfaktoren.
Es gibt also ein c € K und ay, ...,a, € L mit f =c(x—a;)-...-(x —a,), wobei n = grad(f) ist. Anwendung von 2
auf diese Gleichung liefert

fo= o) = 9(f) = ¢@x—p(a) .- (x—p(ay) ,
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und es gilt y(a;) € (L) fiir 1 < i < n. Dies zeigt, dass die Nullstellen sdmtlicher Polynome f € § in L bereits in (L)
enthalten sind. Damit ist 1(L) ein Zwischenkérper von L|K mit+)(L) 2 N. Weil L = K(N) nach Definition der kleinste
Zwischenkorper von L|K mit dieser Eigenschaft ist, folgt I C +(L). Insgesamt ist damit 1)(L) = L nachgewiesen. O

Folgerung 13.11 SeiK ein Korper, und seien L, L algebraische Abschliisse von K. Dann existiert
ein K-Isomorphismus zwischen L und L.

Beweis: Nach sind L und L beide Zerfillungskorper der Menge Sy aller nicht-konstanten Polynome iiber K.
Somit existiert nach Satz[13.10|ein Isomorphismus v : L — L mit v|; = idg, also ein K-Isomorphismus. O

Anhang: Unendliche algebraische Erweiterungen und Zornsches Lemma
In diesem Anhang werden die vollstdndigen Beweise von Satz[13.2]und Proposition nachgeliefert.

Zunachst wiederholen wir einige Grundbegriffe der Mengenlehre, die bereits im ersten Semester eingefiihrt wurden.
Eine Relation < auf einer Menge X heil3t reflexiv, wenn x X x fiir alle x € X gilt, anti-symmetrisch, wenn fiir alle
x,y € X aus x X y und y <X x jeweils x = y folgt, und transitiv, wenn fiir alle x,y,z € X ausx < yund y X 2
jeweils x < z folgt. Eine Relation auf X, die alle drei Eigenschaften besitzt, wird Halbordnung genannt. Sind je zwei
Elemente x,y € X vergleichbar, gilt also x < y oder ¥ <X x, dann spricht man von einer Totalordnung. Zusatzlich
definieren wir

Definition 13.12 Sei (X, <) eine Menge mit einer Halbordnung. Eine Teilmenge T C X heif3t
Kette in X, wenn sie nichtleer ist und jeweils zwei Elemente x, y € T miteinander vergleichbar
sind. Dies ist dquivalent dazu, dass die Einschrdnkung der Relation < auf T eine Totalordnung
ist.

Ein Element s € X heil3t obere Schranke einer Teilmenge T C X, wenn s > t fiir alle t € T gilt. Ein Element x € X
wird maximal genannt, wenn kein y € X mit y > x und y # x existiert.

Satz 13.13 (Zornsches Lemma)
Sei X eine nichtleere Menge und < eine Halbordnung auf X mit der Eigenschaft, dass jede Kette
in X eine obere Schranke in X besitzt. Dann existiert in X ein maximales Element.

Offenbar geniigt es, die Bedingung fiir nichtleere Ketten zu iiberpriifen, denn jedes Element in X ist eine obere
Schranke der leeren Menge.

Man kann zeigen, dass das Zornsche Lemma dquivalent zum sogenannten Auswahlaxiom ist, welches besagt, dass fiir
jede Menge &, deren Elemente selbst Mengen sind, eine Menge C existiert, die aus jedem X € & genau ein Element
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enthilt, und keine weiteren Elemente. Wir konnen also eine Menge bilden, indem wir aus jeder Menge X € &
genau ein Element auswahlen. (Die Giiltigkeit dieser Aussage wirkt so offensichtlich, dass man sie haufig unbewusst
anwendet. Wir hatten sie in §4 im Zusammenhang mit den Reprasentantensystemen bereits kurz erwéhnt.) Dabei
bedeutet die Aquivalenz von Auswahlaxiom und Zornschem Lemma folgendes: Setzt man die sog. ZF-Axiome der
Mengenlehre voraus, dann kann das Zornsche Lemma aus dem Auswahlaxiom abgeleitet werden und umgekehrt das
Auswahlaxiom aus dem Zornschen Lemma. Einen Beweis findet man zum Beispiel im Anhang A von [Hi].

Leider konnen wir aus Platz- und Zeitgriinden auf die Zusammensetzung der ZF-Axiome, benannt nach den Mengen-
theoretikern E. Zermelo (1871-1953) und A. Fraenkel (1891-1965), hier nicht genauer eingehen. Sie stellen unter
anderem sicher, dass eine leere Menge, Vereinigungen von Mengen, Potenzmengen und unendliche Mengen existie-
ren, und dass man mit Hilfe pradikatenlogischer Aussagenschemata Teilmengen von Mengen definieren darf. Die
ZF-Axiome werden mit dem Auswahlaxiom zum ZFC-Axiomensystem zusammengefasst. Die gesamte heutige Mathe-
matik kann auf den ZFC-Axiomen aufgebaut werden.

Erwédhnt werden sollte noch, dass das Zornsche Lemma an vielen Stellen die frither gebrauchliche transfinite Induk-
tion als Beweisprinzip abgelost hat. Dabei handelt es sich um eine Verallgemeinerung der vollstdndigen Induktion,
die nicht auf den natiirlichen Zahlen, sondern auf den sog. Ordinalzahlen basiert. Wahrend die vollstdndige Induk-
tion nur zum Beweis einer abzdhlbar unendlichen Mengen von Aussagen geeignet ist, lassen sich mit der transfiniten
Induktion beliebig grofRe Mengen von Aussagen beweisen. Aus diesem Grund kann auch die Anwendung des Zorn-
schen Lemmas als ,,verallgemeinerte vollstindige Induktion“ betrachten.

Wir beginnen mit einer einfachen mengentheoretischen Anwendung des Zornschen Lemmas. Aus dem ersten Seme-
ster ist folgendes bekannt: Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei Mengen X und Y ist genau dann injektiv, wenn
eine Abbildung g : Y — X mit g o f = idy existiert, und genau dann surjektiv, wenn eine Abbildung h : Y — X mit
f oh = idy existiert. Dabei ist die Abbildung g dann offenbar surjektiv, und h ist injektiv. Existiert also zwischen
zwei Mengen X und Y eine injektive Abbildung X — Y, dann gibt es auch eine surjektive Abbildung Y — X. Gibt
es umgekehrt eine surjektive Abbildung X — Y, dann auch eine injektive Abbildung Y — X. Mit dem Zornschen
Lemma kann nun dariiber hinaus gezeigt werden

Satz 13.14 Sind X,Y beliebige Mengen, dann gibt es eine injektive Abbildung X — Y oder
eine injektive Abbildung ¥ — X.

Beweis: Wir orientieren uns an der Darstellung in [Ph] und betrachten die Menge .# aller Paare (4, f) bestehend
aus einer Teilmenge A € X und einer injektiven Abbildung f : A — Y. Diese Menge ist nichtleer, denn das Paar
bestehend aus @ € X und der ,leeren Abbildung @ — Y ist offenbar in .# enthalten. Auf .# definieren wir eine
Relation < mit der Eigenschaft, dass (A;, f1) = (A, f,) genau dann gilt, wenn A; € A, und f,|,, = f; erfiillt ist, fir
beliebige (A, f1), (As, f») € A . Zunéchst weisen wir nach, dass < eine Halbordnung auf ./ ist. Die Reflexivitat ist
offensichtlich, denn fiir jedes Paar (A, f) € # giltAC Aund f|, = f. Zum Nachweis der Antisymmetrie seien (A4, f;)
und (A,, f>) mit (A1, f1) = (A,, f5) und (A,, f5) < (A, f1) vorgegeben. Dann gilt A; € A, und A, C Ay, also A; = A,.
Aus A; = A, folgt fola, = fala, = fo, und mit f,|4, = f; erhalten wir f, = f;. Insgesamt gilt also (A;, ;) = (A, f>). Fiir
die Transitivitit seien (Aq, f1), (As, f5), (As, f3) € A mit (A4, f1) X (Ay, f>) und (A, f5) =X (As, f3) vorgegeben. Dann
gilt A} CA; und A; C A, also A} S Az. Aus f3ls, = fo und fola, = f1 folgt f3la, = (f3la,)la, = fola, = f1- Insgesamt ist
damit (A;, f;) < (A3, f3) nachgewiesen.

— 112 —



Nun tiberpriifen wir, dass die halbgeordnete Menge (.#, <) die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas erfiillt. Dass
A nichtleer ist, haben wir bereits festgestellt. Sei nun J eine nichtleere Kette in .#. Zu zeigen ist, dass 7 in ./
eine obere Schranke besitzt. Dafiir sei A, C X die Vereinigung aller Mengen A, fiir die eine Abbildung f : A— Y mit
(A, f) € T existiert. Wir definieren eine Abbildung f : A, — Y, indem wir fiir jedes a € A, ein Paar (4, f,) € 7 mit
a € Awéhlen und f5(a) = f,(a) setzen. Das Bild f,(a) ist von der Wahl des Paares (4, f,) unabhéingig. Ist ndmlich
(A, f") € T ein weiteres Element mit a € A’, dann gilt (4, f,) < (4, f") oder (A, f) X (4, f,), weil T eine Kette ist. Im
ersten Fall gilt f,(a) = (f’|,)(a) = f’(a), im zweiten f'(a) = (f,|4)(a) = f,(a), in beiden Fillen also f,(a) = f'(a).

Wir behaupten nun, dass (As, f7) in # liegt und eine obere Schranke von & ist. Fiir Ersteres miissen wir noch
zeigen, dass f, injektiv ist. Seien also a;, a, € A5 mit f,(a;) = f(a,) vorgegeben. Auf Grund der Definition von A,
gibt es Paare (A1, f1), (Ay, f5) € T mita; €A, a, € A,, und unsere Feststellung aus dem vorherigen Absatz zeigt, dass
fila)) = fo(ay) = fo(ay) = fo(a,) gilt. Weil 7 eine Kette ist, diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass (A;, f1) =< (A,, f>)
gilt. Daraus folgt A; C A, also a;,a; € Ay, auBerdem f,|4 = f; und somit f5(ay) = fi(a;) = (fala,)(a1) = fo(a;). Die
Injektivitat von f, liefert nun a; = a,, wie gewiinscht. Damit ist (A4, f) nachgewiesen. Ist nun (4, f) € 7 beliebig
vorgegeben, dann gilt A, 2 A nach Definition von A, und fiir jedes a € A ist f5(a) = f(a), also f4|4 = f. Also gilt
(A, f) =X (As, fs), und somit ist (A, f5) in der Tat eine obere Schranke von 7.

Nach dem Zornschen Lemma existiert in ./ nun ein maximales Element (4, f). Ist A = X, dann ist f eine
injektive Abbildung X — Y, und wir sind fertig. Gilt f(A) = Y, dann ist f : A — Y surjektiv, und wir kénnen f zu
einer surjektiven Abbildung X — Y fortsetzen. Wie wir vor dem Beweis angemerkt haben, existiert dann eine injektive
Abbildung Y — X. Nehmen wir nun an, dass sowohl A € X als auch f(A) G Y gilt. Seia € X \Aund b € Y\ f(A). Wir
konnen dann auf A; = AU {a} eine injektive Abbildung f; : A; — Y definieren, indem wir f;(a) = b und f;| A, = f
festlegen. Aber dann ist (A,, f,) in ./ ein echt groReres Element als (4, f ), im Widerspruch zur Maximalitét. Also ist
der Fall A ¢ X und f(A) G Y ausgeschlossen. |

Wenden wir uns nun wieder der Kérpertheorie zu. Als erstes beweisen wir Proposition fiir beliebige algebraische
Erweiterungen. Sei L|K eine solche Erweiterung, K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und ¢ : K — K ein
Homomorphismus von Kérpern. Zu zeigen ist, dass ein Homomorphismus v : L — K mit 1 |x = ¢ existiert.

Es sei & die Menge aller Paare (M,,,) bestehend aus einem Zwischenkoérper M von L|K und einer Fortsetzung
Yy : M — K von ¢ auf M. Wir definieren eine Relation < auf %, indem wir fordern, dass die Aquivalenz

My, p,) = (Mg, y,) <& My EM, und Yy |y, =Py,

fiir alle Paare (My, vy, ), (M, Yy,) € Z gilt. Wegen (K, ¢) € & ist die Menge Z nicht leer. Ahnlich wie im Beweis
von Satz iiberpriift man, dass durch < eine Halbordnung auf & definiert ist; der einzige Unterschied besteht
darin, dass an Stelle von Abbildungen nun Kérperhomomorphismen betrachtet werden.

Nun zeigen wir, dass die halbgeordnete Menge (&, <) die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas erfiillt. Sei 7 C &
eine nichtleere Kette in %. Weiter sei M, die Vereinigung aller Zwischenkorper M von L|K, fiir die ein Kdrperhomo-
morphismen v, : M — K mit (M,v,,) € 7 existiert. Dann ist auch M ein Zwischenkérper von L|K. Zunéchst ist
das Einselement 1 = 1; in M, enthalten, denn weil M fiir jedes Element (M,,,) aus J ein Teilkorper von L ist,
gilt jeweils 1y € M. Seien nun a, 8 € M, vorgegeben. Dann gibt es Elemente (M, vy ), (Mg, wMﬁ) € J mita € M,
und 5 € Mg. Weil 7 eine Kette ist, konnen wir 0.B.d.A. (Mg, Yy, ) <X (Mg, Mﬁ) annehmen. Dann sind a, 3 beide in
Mj enthalten. Weil My ein Teilkérper von L ist, liegen auch die Elemente a — 8 und af8 in Mg, im Fall a # Ok auch
das Element a!. Erst recht enthilt M., all diese Elemente. Damit ist die Teilkdrpereigenschaft nachgewiesen.

— 113 —



AuRerdem definieren wir eine Abbildung v, : M, — K, indem wir fiir jedes & € M, ein Element (M, M,) mit
a € M, auswéhlen und ¢ 5(a) = ¢y, (a) setzen. Ist a € K, dann gilt Y 5(a) = ¢y (a) = ¢(a), weil Y, eine
Fortsetzung von ¢ ist. Aul’erdem ist 1), ein Korperhomomorphismus. Dazu bemerken wir zunéichst: Ist a € M,
und (M,vy),) € T ein beliebiges Element mit @ € M, dann gilt ¢, (a) = ¥ (a). Denn weil & eine Kette ist, gilt
(M, 1) < (Mo, y,) 0der (M, ) < (M, ). T exsten Fall gilt 1y, (@) = (43, [y )(0) = 91y, () =95 (a), und
durch eine dhnliche Rechnung erhélt man dasselbe Resultat auch im zweiten Fall. Seien nun a, 8 € M, vorgegeben,
und es seien (M, Yy ), (Mg, Mﬁ) Elemente aus & wie im vorherigen Absatz. Dann liegen die Elemente a, 3, a + 3
und af alle in Mg. Weil 1) M, €in Korperhomomorphismus ist, gilt

Yola+p) = Yy la+p) = Yy (a)+yy,(B) = Yy(a)+y7(B)

und ebenso Y 5 (af) = Y5 ()Y »(B). Ebenso gilt Y 5 (1x) = wMﬁ(lK) = ¢(1g) = 13, weil wMﬁ eine Fortsetzung von
¢ ist. Nach Konstruktion gilt M € M, und ¢ 5|y, = Y, fiir jedes (M,y) € . Also ist (M, ) tatséchlich eine
obere Schranke von 7.

Auf Grund des Zornschen Lemmas, Satz existiert nun in & ein maximales Element (M, ). Gilt M = L,
dann ist ¢ ; eine Fortsetzung von ¢ auf L, wie gewiinscht. Im Fall M ¢ L sei a € L \ M beliebig gewihlt. Weil a
iiber K und erst recht iiber M algebraisch ist, handelt es sich bei M(a)|M nach Proposition um eine endliche
Erweiterung. Da Satz fiir endliche Erweiterungen bewiesen wurde, existiert eine Fortsetzung vy, : M; — K von
Yy auf My = M(a). Es ist dann (M;, w,) in Z ein echt groReres Element als (M, ;). Aber dies widerspricht der
Maximalitdt von (M, ). Also muss M = L gelten. O

Um den Beweis von Satz iiber die Existenz von Zerfallungskorpern fiir beliebige Mengen nicht-konstanter Poly-
nome vorzubereiten, zeigen wir

Lemma 13.15 SeiX eine Menge und £ (X) ihre Potenzmenge. Dann existiert keine surjektive
Abbildung ¢ : X — 2 (X).

Beweis: Die Argumentation dhnelt dem Cantorschen Diagonalverfahren, mit dem gezeigt wird, dass die reellen
Zahlen surjektiv sind. Nehmen wir an, ¢ : X — & (X) ist eine surjektive Abbildung, und betrachten wir die Menge
D={xeX|x¢¢p(x)} Weil D surjektiv ist, existiert ein x;, € X mit ¢(xp) = D, und dieses Element muss x, € D
oder x;, ¢ D erfiillen. Betrachten wir den Fall x;, € D. Dann ist die Bedingung x ¢ ¢(xp) nicht erfiillt, und es
folgt xp ¢ D, ein Widerspruch. Setzen wir nun x,, ¢ D voraus. Dann ist die Bedinung xp ¢ ¢ (xp) erfiillt, und nach
Definition von D gilt x, € D. Also ergibt sich auch im zweiten Fall ein Widerspruch. Dies zeigt, dass unsere Annahme,
die Abbildung ¢ wére surjektiv, falsch war. m|

Lemma 13.16 SeiK ein Korper.

(i) Es gibt eine Menge Q, mit der Eigenschaft, dass fiir jede algebraische Erweiterung L|K
eine injektive Abbildung L — Q, existiert. (Dies bedeutet, dass die Menge Q, gro® genug
ist, um sdmtliche algebraischen Erweiterungen von K in sich ,aufzunehmen®.)

(ii) Es existiert eine Menge Q mit der Eigenschaft, dass fiir keine algebraische Erweiterung
L|K eine surjektive Abbildung L — Q existiert.

Beweis: zu (i) Sei 3 = K[x] x IN und L|K eine algebraische Erweiterung. Dann erhalten wir folgendermaf3en
eine injektive Abbildung ¢ : L — Q,: Fiir jedes nicht-konstante, normierte, irreduzible Polynom f € K[x] wéhlen
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wir eine Nummerierung s, ..., a, der Nullstellen von f in L und definieren dann ¢(a;) = (f,j). Die Abbildung
ist wohldefiniert, da f jeweils das (eindeutig bestimmte) Minimalpolynom von a; tiber K ist, und au3erdem injek-
tiv, da je zwei verschiedene Elemente aus L entweder verschiedene Minimalpolynome haben, oder den Elementen
unterschiedlichen Nummern zugeordnet wurden.

zu (ii) Sei Q) = P (£y), die Potenzmenge von 2. Nehmen wir an, es gébe eine algebraische Erweiterung L|K und eine
surjektive Abbildung L — Q. Weiter sei ¢ : L — £ die injektive Abbildung aus Teil (i). Dann kénnen wir mit Hilfe der
Umbkehrabbildung der Bijektion ¢ : ¢ — ¢ (L) eine surjektive Abbildung ¢ (L) — Q definieren, und jede Fortsetzung
dieser Abbildung auf Q, ware ebenfalls surjektiv. Aber nach Lemma existiert keine surjektive Abbildung von
Q, auf Q. O

Nun kann der Beweis von Satz[13.2|durchgefiihrt werden. Sei K ein Kérper und S € K[x] eine Menge nicht-konstanter
Polynome. Zu zeigen ist, dass ein Zerféllungskérper von S tiber K existiert. Sei dazu £ eine Menge wie in Lemma([13.16|
(ii). Nach Ersetzung von € durch QUK diirfen wir 2 2 K annehmen. Es sei nun & die Menge aller Erweiterungskorper
(L,+;,+;) von K mit L €  und der Eigenschaft, dass L Zerfallungskorper einer Teilmenge T C S ist. Diese Menge
ist nichtleer, denn der Korper K mit seiner Addition und Multiplikation ist Zerfallungskorper der Teilmenge @ C S.
Wir definieren eine Relation < auf &, indem wir fordern, dass genau dann (L1,+L1, . Ll) =< (L, +1,5° Lz) erfiillt ist,
wenn L; ein Teilkérper von L, ist. Dies bedeutet unter anderem, dass L, € L, gilt, dass L, abgeschlossen unter +,,
und -, ist, und dass die Einschrankung von +, bzw. -; auf L; mit +; bzw. -; {ibereinstimmt. Um die Notation
nicht zu aufwéndig werden zu lassen, schreiben wir ab jetzt an Stelle von (L,+;,-;) meist einfach L. Es ist aber
darauf zu achten, dass fiir L,, L, € & die additiven und multiplikativen Verkniipfungen im Allgemeinen nur auf K
iibereinzustimmen brauchen, selbst wenn L; und L, als Teilmengen von 2 gleich sind.

Um das Zornsche Lemma anwenden zu konnen, iiberpriifen wir zunédchst wieder, dass durch < eine Halbordnung
auf & gegeben ist. Die Relation ist reflexiv, denn jedes L € & ist ein Teilkdrper von sich selbst. Sind L;, L, € & mit
L; X Lyund L, <X L,, dann gilt insbesondere L; € L, und L, C L;, also L; = L,. Auflerdem miissen (auf Grund
der Teilkorper-Eigenschaft) Addition und Multiplikation auf L; und L, iibereinstimmen. Also stimmen L; und L,
als Korper {iberein, und folglich ist die Relation anti-symmetrisch. Sind L, L,,Ls € & mit L; < L, und L, < L4
vorgegeben, dann ist L, Teilkorper von L, und L, Teilkorper von Ls. Aus L; € L, und L, C L4 folgt L; € L. Schréankt
man die Addition von L5 auf L, ein, so erhdlt man die Addition des Korpers L,. Schrankt man diese weiter auf L,
ein, so erhélt man die Addition auf L;. Also erhélt man die Addition von L, auch, indem man die Addition von L
direkt auf L, einschrankt. Dasselbe gilt fiir die Multiplikation. Insgesamt ist damit gezeigt, dass L, ein Teilkérper von
L, ist und somit L, < Lj gilt. Die Relation < ist also auch transitiv, insgesamt eine Halbordnung.

Fiir die Anwendbarkeit des Zornschen Lemmas muss noch gezeigt werden, dass jede nichtleere Kette & in & eine
obere Schranke besitzt. Auf der Teilmenge L, = | J, . 7 L von Q definieren wir auf folgende Weise Verkniipfungen +
und -5: Sind a, € L, vorgegeben, dann gibt es einen Korper L, € J mita € L; und ein L, € J mit 3 € L,. Weil 7
eine Kette ist, diirfen wir 0.B.d.A. L; < L, annehmen. Es gilt dann L; € L, und somit a, 8 € L,. Fiir jedes Paar (a, )
von Elementen in L, konnen wir also einen Korper L, gy € 7 mit a, 8 € L, gy wéhlen. Bezeichnen +, gy und (4 )
die Addition und Multiplikation auf L, g), dann definieren wir

atgf=at+ephb , agh=a(ph.

Zu tiiberpriifen ist nun, dass es sich bei (L5, +4,:») um einen Korper und dariiber hinaus um einen Zerfallungs-
korper einer Teilmenge T C S handelt. Beim Nachweis der Korperaxiome beschranken wir uns auf den Nachweis
des Assoziativgesetzes der Addition, weil der Nachweis der {ibrigen Kérperaxiome weitgehend analog verauft. Seien
a,pB,y € Ly vorgegeben, auferdem a’ = a +(, 5B und vy’ = B +5 ) v. Weil 7 eine Kette ist, gibt es unter den
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Korpern L gy, L(g y)> L y) Und L, ) €in groftes Element, das wir mit L bezeichnen. Weil in L das Assoziativgesetz
gilt und die vier aufgezihlten Korper alles Teilkorper von L sind, gilt

(a+sB)+sy = (a+EpBltsy = ad'+yy = a4+, +r
= d+y = (@+ Bty = a+, (B+yy) = a+y = O‘"‘(a,y')ﬂ/
atyy = a+tyB+p,r) = atz(B+sv)

Der Nachweis der iibrigen Korperaxiome funktioniert nach dem gleichen Schema; dabei stellt man insbesondere fest,
dass Null- bzw. Einselement von L, mit Null- und Einselement des Grundkdrpers K {ibereinstimmen. Dariiber hinaus
ist jedes L € J ein Teilkorper von L. Ist ndmlich + die Addition auf L und sind a, 8 € L vorgegeben, dann gilt
L < Ly py oder Ly, gy = L. Dies zeigt, dass a +5 § = a +(,3) f und a + f§ iibereinstimmen. Ebenso stimmt die
Multiplikation von Lg mit der Multiplikation von L tiberein. Weil K ein Teilkdrper von L ist, gilt 1, = 1, =1, . Weil
L ein Korper ist und die Verkniipfungen von L und L, {ibereinstimmen, ist L abgeschlossen unter der Subtraktion
und der Multiplikation in L, fiir Elemente ungleich Ox auch unter Inversenbildung.

Zeigen wir nun noch, dass L, Zerfallungskorper einer Teilmenge T C S ist, dann ist L, insgesamt eine obere Schranke
von 7 in &. Nach Definition von & existiert fiir jedes L € &, erst recht fiir jedes L € & eine Teilmenge T; € S, so
dass L Zerfallungskorper von T} ist. Wir beweisen jetzt, dass L, Zerfallungskorper von T = | J Ley Ipist. Jedes f €T
ist in einer Teilmenge T; enthalten. Also zerféllt f iiber L, und damit auch {iber dem Erweiterungskdrper L, von L,
in Linearfaktoren. Fiir jedes L € & sei N; C L jeweils die Menge aller Nullstellen von Polynomen aus T;. Dann gilt
L =K(N;),und N = ULE? N, ist die Menge aller Nullstellen von Polynomen aus T. Wir miissen nun L, C K(N)
nachweisen. Tatsichlich liegt jedes a € L, in L fiir ein L € &, und somit in K(N; ) € K(N).

Ingesamt haben wir damit die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas verifiziert, und demnach existiert in & ein
maximales Element L. Nehmen wir an, dass [ lediglich Zerfillungskorper einer echten Teilmenge T von S ist. Dann
gibt es ein f € S, das iiber L nicht in Linearfaktoren zerfillt. Nach Satz existiert ein Zerféllungskorper L; von
f iiber L. Wenn es eine injektive Abbildung ¢, von L; \ L nach Q\ L gibt, so kénnen wir eine injektive Abbildung
$, : L, — Q definieren, indem wir ¢,(a) = a fiir a € L und ¢,(a) = ¢,(a) fiir a € L, \ L setzen. Mit Hilfe von Satz
2.12 aus der Zahlentheorie-Vorlesung und der Bijektion ¢;1 zwischen L; und der Bildmenge qgl(i) konnen wir auf
$,(L) C Q die Struktur eines zu L, isomorphen Kérpers definieren. Wegen ¢, | ; = id; handelt es sich dabei um einen
Erweiterungskorper von L, und mit L, ist auch qgl(i) Zerfallungskorper einer echten Obermenge von T. Insgesamt
ist qgl(I:) damit in & ein echt groReres Element als L, im Widerspruch zur Maximalitit.

Betrachten wir nun noch den Fall, dass keine injektive Abbildung von L, \ L nach Q\ L existiert. Dann gibe es nach
Satz eine injektive Abbildung Q\ L — L; \ L und somit auch eine surjektive Abbildung L; \ L — Q) L. Diese
konnte zu einer surjektiven Abbildung p : L; — Q mit p(a) = a fiir alle a € L fortgesetzt werden. Aber dies steht im
Widerspruch zur Eigenschaft der Menge (2, keine surjektive Abbildung L; — Q von einer algebraischen Erweiterung
L,|K zuzulassen. O
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§ 14. Endliche Korper

Zusammenfassung. Aus der Zahlentheorie-Vorlesung ist bereits bekannt, dass fiir jede Primzahl p durch
IF, = Z/pZ ein Korper mit p Elementen gegeben ist. In diesem Abschnitt wird das Konzept der Zerféllungs-
korper aus § 13 verwendet, um die endlichen Korper insgesamt zu klassifizieren. Auf3erdem diskutieren wir
die Teilkorperstruktur und die Automorphismen endlicher Korper.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze

— formale Ableitung eines Polynoms — Die Elementezahl eines endlichen Korpers ist stets eine

Primzahlpotenz p™ > 1.
— Frobenius-Endomorphismus eines Rings P p

der Charakteristik p - Existenz und Eindeutigkeit des Korpers mit p™ Elemen-
ten bis auf Isomorphie

— Eindeutigkeit des Korpers IF,» Elementen als Teilkorper
des algebraischen Abschlusses F;lg von I,

— Rechenregel (a + b)? = aP + b® in Charakteristik p
(,Freshman’s Dream*)

Satz 14.1 IstK ein endlicher Korper, dann ist |[K| eine Primzahlpotenz. Es gilt also |[K| = p™ fiir
eine Primzahl p und ein n € IN.

Beweis: Sei P der Primkorper von K. Nach Satz gilt P = Q oder P = I, fiir eine Primzahl p. Dabei scheidet die
erste Moglichkeit aus, weil |K| und damit |P| endlich ist. Sei also p die Primzahl mit P = IF,,. Wegen |K| < 0o muss
auch der Grad n = [K : P] endlich sein. Als P-Vektorraum ist K damit isomorph zu P", und es folgt |K| = |P|" = p".
O

Als néchstes werden wir zeigen, dass jeder Kérper mit p™ Elementen zwangslaufig ein Zerfallungskorper {iber seinem
Primkorper ist. Weil nach § 13 jeder Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[x] bis auf K-Isomorphie eindeutig be-
stimmt ist, stellt dies einen wichtigen Schritt hin zum Nachweis der Eindeutigkeit dar. Hierzu benétigen wir allerdings
ein wenig Vorbereitung.

Definition 14.2 Sei K ein Kérper und f = >,/ _, a;x* € K[x], mit n € N, und ay, ...,a, € K.
Dann nennt man

7= Z kagxk1 die formale Ableitung von f.
k=1
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Man iiberpriift unmittelbar, dass die aus der Analysis bekannten Ableitungsregeln (f + g)’' = f’ + g’ und
(fg) =f'g+ f g auch fiir die formale Ableitung giiltig sind.

Proposition 14.3 Sei K ein Korper, f € K[x] ein Polynom vom Grad n > 1 und L ein Erwei-
terungskorper von K, iiber dem f in Linearfaktoren zerféllt. Dann sind die folgenden beiden
Aussage dquivalent:

(1) Esgilt ggT(f,f')=1inK[x].

(ii) DasPolynom f besitzt in L nur einfache Nullstellen, d.h. es ein a € K* und n verschiedene
Elemente a,...,a, € L,sodass f =a[ [, (x —a;).

Beweis: Sei a € L eine Nullstelle von f. Wir zeigen zunéchst, dass a genau dann eine mehrfache Nullstelle von f ist,
wenn f’(a) = 0 gilt. Wegen f(a) = 0 gibt es ein Polynom g € L[x] mit f = (x — a)g. Auf Grund der Produktregel
gilt f' = g+ (x —a)g’, und a ist genau dann eine mehrfache Nullstelle von f, wenn

ga=0 & gl@+(@—a)g(@=0 < f(a)=0

erfiillt ist. Wir beweisen nun die Aquivalenz. Sind die Polynome f und f’ nicht teilerfremd in K[x], dann haben sie
einen gemeinsamen irreduziblen Faktor p € K[x]. Mit f zerféllt auch p tiber L in Linearfaktoren. Jede Nullstelle von
p in L ist eine gemeinsame Nullstelle von f und f’ und somit eine mehrfache Nullstelle von f.

Eine mehrfache Nullstelle a von f in L ist umgekehrt eine gemeinsame Nullstelle von f und f’. Wiirde in K[x] nun
ggT(f, f') =1 gelten, dann gébe es nach dem Lemma von Bézout Polynome a, b € K[x] mit af + bf’ = 1. Dies hitte
den Widerspruch

0 = a@f(@+b(@)f' (@) = 1

zur Folge. Also sind f und f’ in K[ x] nicht teilerfremd. O

Proposition 14.4 Sei p eine Primzahl, n € IN und K ein Kérper mit p” Elementen. Dann ist der
Primkérper P von K zu I, isomorph, und K ist ein Zerfallungskorper von f, = xP" —x € P[x]
iiber dem Korper P.

Beweis: Dass der Primkorper P von K isomorph zu IF, sein muss, haben wir schon im Beweis von Satz festgestellt.
Wir zeigen nun, dass K der Zerfallungskorper von f, tiber P ist. Die multiplikative Gruppe K™ hat die Ordnung p™"—1.
(Diese Beobachtung ist ganz entscheidend fiir das Verstdndnis der endlichen Korper!) Fiir jedes a € K™ gilt deshalb

" = la = a = " —a = 0 ,
also ist jedes solche Element Nullstelle von f, = xP" —x. Zusétzlich gilt offenbar f,(0x) = Ok. Da f, als Polynom vom
Grad p" andererseits hochstens p™ Nullstellen besitzt, kommen wir insgesamt zu dem Ergebnis, dass die Nullstellen-
menge N von f,, mit K iibereinstimmt. Das Polynom f, zerféllt also iiber K in Linearfaktoren, und zugleich wird K
wegen P(N) = P(K) =K iiber dem Grundkorper P von N erzeugt. Also ist K der Zerfallungskorper von f,. m|
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Umgekehrt werden wir nun zeigen, dass jeder Zerfallungskorper des Polynoms x?" — x iiber einem Korper mit p
Elementen aus genau p" Elementen besteht. Dies ist ein wichtiger Schritt in Richtung des Existenzbeweises.

Proposition 14.5 Sei p eine Primzahl, R ein Ring der Charakteristik p und n € IN.
Dann gilt
(a+b)l" = o +b"  firalle a,beR.

Beweis: Ist die Aussage fiir n = 1 erst einmal bewiesen, dann erhalt man die Gleichung fiir beliebiges n durch einen
einfachen Induktionsbeweis. Wir konnen uns also auf den Beweis der Gleichung (a + b)? = a® + b? beschréanken. Auf
Grund des binomischen Lehrsatzes gilt

p n
(a+by = Z (p)a"*kbk = & +Z (p)apf"b" +bP.
k=0 k k=1 k

Die Binomialkoeffizienten (i) sind fiir 1 < k < p—1 durch p teilbar, denn in

() - e - a(11)

m=p—k+1

wird das Produkt rechts von p geteilt, und wegen k < p wird p durch den Vorfaktor (k!)~! nicht weggekiirzt. Auf-
gefasst als Elemente in R sind die Binomialkoeffizienten (i) fir 1 < k < p—1 also gleich Null, und wir erhalten
(a+ b)Y’ =aP + bP. O

Definition 14.6 Ist R ein Ring der Charakteristik p, dann bezeichnet man die Abbildung ¢ :
R — R, a — a? als Frobenius-Endomorphismus von R.

Wie wir bereits liberpriift haben, ist ¢ vertrdglich mit der Addition auf R. Aufferdem gilt p(1z) = 1§ = 1z und
p(ab) = (ab)’ = a?b? = p(a)y(b). Also ist ¢ tatsdchlich ein Endomorphismus des Rings R. Ist K ein endlicher
Korper der Charakteristik p, dann ist der Frobenius-Endomorphismus von K sogar ein Automorphismus. Denn als
Korperhomomorphismus ist ¢ injektiv, und als injektive Abbildung der endlichen Menge K nach K ist ¢ auch surjektiv,
insgesamt eine Bijektion. In dieser Situation wird ¢ dann auch der Frobenius-Automorphismus von K genannt.

Proposition 14.7 Sei p eine Primzahl, P ein Korper mit p Elementen, n € IN und K ein Zer-
fallungskérper von f, = xP" — x € P[x] iiber P. Dann gilt |K| = p".

Beweis: Vorweg bemerken wir, dass char(K) = p gilt und Proposition[14.5|somit anwendbar ist. Denn wegen |P| = p
und 1, # 0p muss die Ordnung von 1y = 1, in der Gruppe (B, +) ebenfalls gleich p sein, also char(P) = p gelten.
Da K als Zerfallungskorper eines Polynoms iiber P ein Erweiterungskorper von P ist, gilt auch char(K) = p. Sei
nun M C K die Menge der Nullstellen von f,, in K. Wir zeigen zunéchst, dass M ein Teilkorper von K ist. Wegen
(1) = lﬁn —1g = 1x —1x = O liegt zunéchst 1; in M. Seien nun a, b € K vorgegeben. Nach Propositiongilt

(@—by" = (@+=b)" = a” +(1'b" = a+(—1)b.
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Sowohl im Fall p = 2 als auch im Fall p # 2 erhalten wir (a — b)?" = a — b und somit a — b € M. Ebenso gilt
(ab)?" = a?"bP" = ab, also ab € M. Im Fall a # 0 gilt schlieRlich

n

@y = o« = @) = o
und damit auch a~! € M. Damit ist der Nachweis der Teilkérper-Eigenschaft abgeschlossen.

Nun zeigen wir, dass M ein Erweiterungskorper von P ist. Die multiplikative Gruppe P> besteht aus p—1 Elementen.
Fiir alle a € P* gilt deshalb a’? = a?'a = 1-a = a, und natiirlich ist die Gleichung a? = a auch fiir a = Oy
erfiillt. Damit gilt auch a?" = q fiir alle a € P, und es folgt P € M. Insgesamt ist M also ein Erweiterungskorper
von P, der genau aus den Nullstellen von f,, besteht und insbesondere von diesen erzeugt wird. Damit ist M der
Zerféllungskorper von f, in K. Dies bedeutet, dass M = K gilt.

Nun brauchen wir nur noch iiberpriifen, dass f, genau p" Nullstellen besitzt und fiir M als Nullstellenmenge somit
IK| = M| = p" gilt. Die formale Ableitung von f,, ist gegeben durch f; = p"xP" 71 —1=—1, also ist geT(f,, f) =1.
Nach Proposition besitzt f, in K damit p" voneinander verschiedene Nullstellen. Wir erhalten |K| = [M| =p". O

Wir kdnnen nun das Hauptergebnis dieses Abschnitts formulieren.

Satz 14.8 Sei p eine Primzahl und n € IN. Dann gibt es einen Korper mit p" Elementen, und je
zwei Korper mit p” Elementen sind zueinander isomorph.

Beweis: Zunichst beweisen wir die Existenzaussage. Sei K ein Zerfallungskorper des Polynoms f, = x? —x € IF,[x].
Dann gilt |[K| = p" nach Proposition Sei nun K ein beliebiger Kérper mit p" Elementen und P sein Primkorper.
Nach Proposition gibt es eine Isomorphismus ¢ : I, — P, und K ist der Zerfallungskorper von fn =xP"—xe
B[x]. Offenbar gilt f, = ¢(f,). Wir kénnen nun Satz iiber die Eindeutigkeit von Zerfallungskorpern auf die
Menge S = {f,} anwenden und erhalten einen Isomorphismus v : K — K, der ¢ fortsetzt. O

. . . 1 . .
Folgerung 14.9 Sei p eine prim und IF;g ein algebraischer Abschluss von IF,,.

(i) Fiir jedes n € IN gibt es genau einen Teilkorper IF,» € IF;lg mit p" Elementen.

(i) Firm,n €N gilt IF,» € IF,» genau dann, wenn m ein Teiler von n ist.

Beweis: zu (i) Seil,. der Zerfallungskérper von f, = x?" —x € F,[x] in ]F;lg. Dann gilt |IF .| = p" nach Proposition
Ist umgekehrt L C ]F;lg ein beliebiger Teilkorper mit p" Elementen, dann ist I, der Primkérper von L, und nach
Proposition ist L der Zerféallungskorper von f, in F;lg. Also stimmen L und IF). iiberein.
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zu (ii) Wenn m ein Teiler von n ist, n = dm mit d € IN, dann ist der Zerfallungskorper von f,, im Zerfallungskorper von
f, enthalten. Ist ndmlich a € ]F;lg eine Nullstelle von f,,, dann gilt a?" = a, und folglich wird a unter der Abbildung
¢(a) = aP" auf sich selbst abgebildet. Durch vollstindige Induktion iiber k € IN, sieht man, dass qbfjl ()= a?" gilt,
und wir erhalten insbesondere of" = a?"" = ¢$(a) = a. Dies zeigt, dass a auch Nullstelle von f,, ist.

Seien umgekehrt m, n € IN mit der Eigenschaft, dass IF,» ein Teilkrper von I . ist. Setzen wir d = [IF, : IFn ], dann
handelt es sich bei I, also um einen d-dimensionalen IF,.-Vektorraum. Dieser enthélt (p™)¢ = p™? Elemente, und
aus p™? = I, | = p" folgt dm = n. |
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§15. Normale und separable Erweiterungen

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt behandeln wir zwei Eigenschaften algebraischer Kérpererweiterun-
gen, die sich im néachsten Kapitel als Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Galoistheorie herausstellen
werden. Eine algebraische Erweiterung L|K ist normal genau dann, wenn L als Zerfallungskorper einer Menge
von Polynomen aus K[ x ] aufgefasst werden kann. Sie ist separabel, wenn das Minimalpolynom jedes Element
von L {iber K nur einfache Nullstellen hat. Wie wir sehen werden, ist diese zweite Bedingung immer erfiillt,
wenn K ein Korper der Charakteristik O oder ein endlicher Korper ist.

Fiir beide Eigenschaften gehen wir der Frage nach, inwieweit sie bei Ubergang zu Teilerweiterungen erhalten
bleibt, und wie sie mit der Existenz von Kérperhomomorphismen zusammenhéngt. Eine wichtige Eigenschaft
endlicher separabler Erweiterungen kommt im Satz vom primitiven Element zum Ausdruck, welcher besagt,
dass solche Erweiterungen stets durch ein einzelnes Element erzeugt werden konnen. In Anbetracht der Tatsa-
che, dass solche Erweiterungen bei einem Korper wie () bereits eine sehr komplizierte Struktur haben kénnen,
ist dies eine bemerkenswerte Aussage.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze
- normale Korpererweiterungen — Charakterisierung normaler Erweiterungen als Zer-
fallungskorper

— Konjugierte eines Elements in einer nor-
malen Erweiterung — Charakterisierung normaler Erweiterungen durch die

Automorphismengruppe
— separables Polynom

L i . — Charakterisierung durch den Separabilititsgrad
— separables Element in einer Korpererwei-

terung — Satz vom primitiven Element

— separable Korpererweiterung

Definition 15.1 Eine algebraische Korpererweiterung L|K heift normal, wenn folgende Be-
dingung erfillt ist: Ist f € K[x] ein irreduzibles Polynom, das in L eine Nullstelle besitzt, dann
zerfallt f iiber L in Linearfaktoren.

Proposition 15.2 SeiK ein Kérper und L|K eine Erweiterung vom Grad 2. Dann ist L|K normal.

Beweis: Sei f € K[x] ein irreduzibles Polynom, das in L eine Nullstelle a besitzt. Dabei konnen wir uns auf den Fall
beschrénken, dass f normiert und somit das Minimalpolynom von « ist. Wegen [L : K(a)]-[K(a) : K]=[L:K]=2
gilt grad(f) = [K(a) : K] € {1,2}. Im Fall grad(f) = 1 ist f bereits ein lineares Polynom. Im Fall grad(f) = 2 ist
x —a ein Teiler von f € L[x]. Es gibt somit ein Polynom grad(g) vom Grad 1 mit f = (x —a)g. Also zerfillt f auch
in diesem Fall iiber L in Linearfaktoren. O
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Wenn wir nach Gegenbeispielen zu normalen Erweiterungen suchen, miissen wir uns also auf solche vom Grad > 3
konzentrieren. Sei etwa K = Q und L = Q(+/2), wobei wir beide Korper als Teilkorper von R betrachten. Dann ist die
Erweiterung L|K nicht normal. Denn das Polynom f = x> —2 € K[x] ist nach dem Eisenstein-Kriterium irreduzibel
iiber K, besitzt aber andererseits in L eine Nullstelle, nimlich +/2. Wire L|K normal, dann miisste f iiber Q(+/2) in
Linearfaktoren zerfallen. Aber wir haben bereits im Abschnitt iiber Zerfallungskorper gesehen, dass dies nicht der
Fall ist.

Durch den folgende Satz wird gezeigt, dass normale Erweiterungskoérper nichts weiter als Zerfallungskérper von
Polynomen des Grundkorpers sind. Die zusétzliche Charakterisierung iiber die Kérperhomomorphismen werden wir
spéter in der Galoistheorie verwenden.

Satz 15.3 SeiK ein Korper, und seien K 2 L 2 K Erweiterungen von K, wobei L |K endlich und
K algebraisch abgeschlossen ist. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) L|K ist normal.

(ii) Es gibt ein nicht-konstantes Polynom f € K[x], so dass L der Zerfillungskorper von f
iber K ist.

(iii) Es gilt Homg(L,K) = Auty (L).

Beweis: (i) = (i)“ Da L|K endlich ist, gibt es iiber K algebraische Elemente aj,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,)
(wéhle zum Beispiel eine K-Basis von L). Fiir jedes i € {1,...,r} sei f; € K[x] das Minimalpolynom von «; und
f = ]_[l.r=1 fi. Jedes f; besitzt offenbar in L eine Nullstelle. Weil L|K normal ist, zerfallt jedes f; und damit auch
das Polynom f {iber L in Linearfaktoren, und zugleich wird f von den Nullstellen von f erzeugt. Also ist L ein
Zerfallungskorper von f.

,(ii) = (i) Die Inklusion ,2* ist auf Grund der Definition von Hom(L,K) und Autg(L) klar. Zum Nachweis
von ,,C“ sei nun ¢ € Homy (L, K) vorgegeben. AuRerdem setzen wir voraus, dass L der Zerfallungskorper des nicht-
konstanten Polynoms f € K[x] ist. Dann gilt L = K(a,,...,a,), wobei a,...,a, € L die verschiedenen Nullstellen
von f sind. Fiir jedes i ist ¢(a;) nach Satz[12.3]ebenfalls eine Nullstelle von f und liegt damit in L. Aus

o({ay,.a.}) S A{ag,.a}

erhalten wir durch Anwendung von Lemma die Inklusion ¢ (L) € L, d.h. ¢ (L) ist ein Teilk6rper von L. Weil ¢
aber injektiv ist, muss der Grad [¢ (L) : K] mit [L : K] iibereinstimmen. Es folgt ¢(L) = L und somit ¢ € Auty(L).

,(ii) = (1)“ Sei f € K[x] ein irreduzibles Polynom, das in L eine Nullstelle a besitzt. Zu zeigen ist, dass f {iber
L in Linearfaktoren zerfillt. Zumindest zerfillt f iiber dem Kérper K, da dieser algebraisch abgeschlossen ist. Sei
B € K eine beliebige weitere Nullstelle von f. Auf Grund des Fortsetzungssatzes gibt es einen K-Homomorphismus
¢ : K(a) — K mit ¢(a) = 8. Nach Proposition gibt es eine Fortsetzung v : L — K von ¢ auf L. Dieses 1) ist
nach Definition in Homy (L, K) enthalten. Nach Voraussetzung gilt Homy (L, K) = Aut (L), also ist = ¢(a) =y (a)
in L enthalten. Jede Nullstelle von f liegt also bereits in L, d.h. f zerféllt iiber L in Linearfaktoren. m|

Sei { = —% + %V—B € Cund L = Q(+/2,¢). Dann ist die Erweiterung L|Q normal, denn wie wir in § 13 gezeigt
haben, handelt es sich bei L um den Zerfillungskérper des Polynoms x2 — 2 € Q[x]. Nach Satz (iii) ist jeder
Q-Homomorphismus ¢ : L — C ein Q-Automorphismus von L.
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Definition 15.4 Sei L|K eine normale Erweiterung und a € L. Dann werden die Nullstellen
des Minimalpolynoms uy , in L die Konjugierten des Element a tiber K genannt.

Zum Beispiel sind die Konjugierten eines Elements z € C iiber R stets das Element z selbst und das konjugiert-
komplexe Element 3.

Auf Grund des Fortsetzungssatzes und wegen Satz lassen sich die Konjugierten in einer normalen Erweiterung
L|K auch folgendermafen charakterisieren: Sei a € L vorgegeben. Ein Element 8 € L ist genau dann iiber K zu a
konjugiert, wenn ein o € Aut, (L) mit o(a) = f existiert. Sei namlich I ein algebraischer Abschluss von L. Ist 3 eine
Nullstelle von f = u, x € K[x], dann gibt es auf Grund des Fortsetzungssatzes einen K-Homomorphismus o : L — i
und wegen Satz [15.3] (iii) ist o in Autg(L) enthalten. Ist umgekehrt 8 € L ein Element, fiir das ein o € Autg(L) mit
o(a) = B existiert, dann ist mit a nach Satz auch f eine Nullstelle von f. Zum Schluss untersuchen wir noch,
wie sich die Eigenschaft ,normal“ bei Tiirmen von Korpererweiterungen verhilt.

Proposition 15.5 Ist L|K eine normale Erweiterung und M ein Zwischenkérper von L|K, dann
ist auch die Erweiterung L|M normal.

Beweis: Sei f € M[x] ein irreduzibles Polynom und a € L eine Nullstelle von f. Zu zeigen ist, dass f iiber L in
Linearfaktoren zerfillt. Nach Multiplikation von f mit einem a € M kénnen wir voraussetzen, dass f normiert
ist. Dann ist f das Minimalpolynom von a iiber M. Das Minimalpolynom g € K[x] von a tiber K zerfillt {iber L in
Linearfaktoren, weil die Erweiterung L|K normal ist. Nun ist g auch ein Polynom in M[x] mit g(a) = 0 und damit
ein Vielfaches des Minimalpolynoms f von a iiber L. Mit g zerfallt also auch f {iber L in Linearfaktoren. m|

Aus den Voraussetzungen von Proposition folgt nicht, dass auch die auch die untere Teilerweiterung M|K normal
ist. Als Beispiel betrachten wir die Kérper

K=Q , M=Q(¥2) und L=Q(V2)

mit { = —% + %«/—_3 Wir haben bereits festgestellt, dass L|K eine normale Erweiterung ist, und auf Grund der
Proposition gilt dasselbe fiir die Erweiterung L|M. Aber MK ist nicht normal, wie wir im Beispiel von oben gesehen
haben. Ebenso wenig folgt im Allgemeinen aus der Normalitéit der beiden Teilerweiterungen M|K und L|M, dass die
Gesamterweiterung L|K normal ist.

Wenden wir uns nun den separablen Erweiterungen zu.

Definition 15.6 SeiK ein Korper. Ein irreduzibles Polynom f € K[x] wird separabel genannt,
wenn ggT(f, f') =1 gilt.

Nach Proposition [14.3|ist die Separabilitit von f gleichbedeutend damit, dass f irreduzibel ist und in jedem Erwei-
terungskorper L von K nur einfache Nullstellen besitzt.
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Definition 15.7 Sei L|K eine Korpererweiterung. Ein Element a € L wird separabel iiber K
genannt, wenn es algebraisch tiber K ist und sein Minimalpolynom f € K[x] separabel ist. Wir
nennen die Erweiterung L|K separabel, wenn jedes a € L iiber K separabel ist.

Proposition 15.8 Ist L|K eine Korpererweiterung, a € L ein {iber K separables Element und
M ein Zwischenkorper von L|K, dann ist a auch separabel iiber M.

Beweis: Sei f € K[x] das Minimalpolynom von a iiber K und g € M[x] das Minimalpolynom von a iiber M. Da
f auch in M[x] liegt und f(a) = O gilt, ist g als Minimalpolynom ein Teiler von f. Sei L nun ein algebraischer
Abschluss von L. Da a iiber K separabel ist, besitzt f in L keine mehrfachen Nullstellen. Dasselbe gilt dann auch fiir
den Teiler g von f. Also ist das Minimalpolynom g € M[x] separabel und a damit separabel iiber M. |

Satz 15.9 Ist K ein Korper der Charakteristik 0, dann ist jede algebraische Erweiterung L|K
separabel.

Beweis: Sei a € L und f € K[x] sein Minimalpolynom. Ist n = grad(f), dann ist n € IN, und f’ ist vom Grad n — 1.
(Dies ist fiir Polynome {iber Kérpern positiver Charakteristik falsch, wie man anhand des Polynoms x? — 1 iiber dem
Korper I, sieht.) Weil ggT(f, f') ein Teiler von f gilt, ist auch ggT(f, f’) hochstens vom Grad n— 1. Andererseits ist
f irreduzibel und ggT(f, f’) auch ein Teiler von f. Deshalb muss ggT(f, f’) entweder konstant oder ein konstantes
Vielfaches von f sein. Wegen ggT(f, f') < n—1 bleibt nur die erste Moglichkeit. Also sind f und f’ teilerfremd, das
Polynom f ist also separabel, und damit ist auch a separabel iiber K. |

Satz 15.10 Ist K ein endlicher Korper, dann ist jede algebraische Erweiterung L|K separabel.

Beweis: Sei |[K| =q, ¢ = p" mit einer Primzahl p und einem r € IN, und sei a € L ein beliebiges Element. Dann gilt
|K(a)] = q" = p™, wobei n = [K(a) : K] ist. Das Element a ist damit Nullstelle des Polynoms g = x?" —x € K[x],
und wegen g’ = —1 besitzt dieses im algebraischen Abschluss L von L nur einfache Nullstellen. Das Minimalpolynom
f € K[x] von a ist ein Teiler von g, also hat auch f in L nur einfache Nullstellen, und es folgt ggT(f, f’) = 1 nach
Proposition [14.3 O

In Anbetracht der Sétze und drangt sich die Frage auf, ob es iiberhaupt Korper mit nicht-separablen
algebraischen Erweiterungen gibt. Sei p eine Primzahl, L = T,(t) der rationale Funktionenkérper {iber IF, und
K = FF,(t?). Dann ist das Element a = t € L nicht separabel {iber K. Um dies zu sehen, bemerken wir zunéchst,
dass das Polynom f = xP — t? € K[x] das Element a = t als Nullstelle besitzt und {iber L in Linearfaktoren zerfallt,
denn wegen char(L) = p gilt f = (x — t)P. Wire f {iber K reduzibel, dann hitte ein Teiler g € K[x] von f die Form
(x —t)™ mit 1 < m < p. Aber der konstante Term (—1)™t™ von g ist nicht in K enthalten, denn fiir jedes Element
u/v € K mitu,v € I, [t] ist die Zahl grad(u) — grad(v) durch p teilbar. Also ist f iiber K irreduzibel und somit das
Minimalpolynom von a. Da f aber in L eine p-fache Nullstelle hat, ist es nicht separabel.
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Proposition 15.11 Sei L|K eine endliche Erweiterung und K ein algebraisch abgeschlossener
Erweiterungskorper von L. Dann gilt

|[Homg(L,K)] < [L:K]

mit Gleichheit genau dann, wenn die Erweiterung L|K separabel ist.

Beweis: Wir beweisen die Ungleichung und die ,,<“-Richtung der Implikation durch vollstdndige Induktion iiber
n = [L : K]. Genauer gesagt zeigen wir etwas allgemeiner: Ist ¢ : K — K ein beliebiger Kérperhomomorphismus,
so gibt es < [L : K] Fortsetzungen von ¢ auf L; bei einer separablen Erweiterung L|K gibt es genau [L : K] solche
Fortsetzungen. Im Fall n = 1 ist nichts zu zeigen, denn dann gilt L = K, die Erweiterung ist separabel (weil jedes
Minimalpolynom uy , eines Elements a € K vom Grad 1 und somit separabel ist), und die einzige Fortsetzung von
¢ auf K ist offenbar ¢ selbst.

Sei nun n = [L : K] > 1, und setzen wir die Aussage fiir Erweiterungen kleinen Grades voraus. Sei a € L \ K,
f = g4 m=grad(f) =[K(a): K] und f = ¢(f). Nach Folgerungist die Anzahl m, der Fortsetzungen von ¢
zu einem Homomorphismus K(a) — K gleich der Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in K. Wir bezeichnen
diese Anzahl mit m,. Weil f als Polynom iiber einem Korper nicht mehr als m = grad(f) Nullstellen in K haben kann,
gilt m; < m mit Gleichheit genau dann, wenn a separabel iiber K ist. Denn genau dann sind f und damit auch f
iiber K separabel (denn die Bedingung ggT(f, f') = 1 bleibt unter dem Kérperhomomorphismus ¢ erhalten), und
genau dann besitzt f in K genau m verschiedene Nullstellen. Wir bezeichnen die verschiedenen Fortsetzungen von

b it 1, .. Py -

Wegen K € K(a) gilt [K(a) : K] > 1. Fiir den Erweiterungsgrad r = [L : K(a)] gilt dann auf Grund der Gradformel
r=[L:K(a)]= % < [L : K] = n. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt jedes v); hochstens r Fortsetzungen
auf L. Weil jede Fortsetzung von ¢ auf L durch Fortsetzung eines v); auf L zu Stande kommt, ist die Anzahl der
Fortsetzungen von ¢ auf L durch m;r < mr = [K(a) : K]-[L : K(a)] = [L : K] = n begrenzt. Ist nun L|K separa-
bel, dann ist jedes 8 € L nach Proposition auch separabel iiber K(a), die Erweiterung L|K(a) also separabel.
Nach Induktionsvoraussetzung besitzt jedes vp; genau r Fortsetzungen. Insgesamt existieren damit genau n = mr

Fortsetzungen von ¢ auf L. Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen.

Beweisen wir nun noch die Richtung ,,=“ der Aquivalenz und nehmen dazu an, dass L|K nicht separabel ist. Dann
gibt es ein Element a € L, das nicht separabel iiber K ist. Wie bereits oben bemerkt, ist die Anzahl m; der K-
Homomorphismen K(a) — K, also die Anzahl der Fortsetzungen der identischen Abbildung K — K, a — a, dann
kleiner als m = [K(a) : K]. Fiir jeden solchen K-Homomorphismus wiederum gibt es héchstens r = [L : K(a)]
Fortsetzungen von K(a) auf L. Die Gesamtzahl der K-Homomorphismen L — K ist damit beschrinkt durch m,r,
insbesondere ist die Anzahl kleiner als mr =[L : K]. O

Man bezeichnet [Homy (L,K)| als den Separabilititsgrad [L : K], der Erweiterung L|K; er ist von der Wahl des
Korpers K unabhingig. Denn zunichst einmal ist jedes o € Homy(L,K) ein K-Isomorphismus von L auf sein Bild
0(L) und damit eine endliche Erweiterung und insbesondere algebraische Erweiterung von K. Das Bild ist also
im algebraischen Abschluss von K innerhalb des Korper K enthalten, so dass sich HomK(L,k ) nicht dndert, wenn
wir K durch diesen algebraischen Abschluss ersetzen. Aulerdem existiert nach Folgerung zwischen je zwei
algebraischen Abschliissen K; und K, ein K-Isomorphismus ¢, so dass zwischen Homy(L,K;) und Hom(L,K,)
durch o — ¢ o o eine Bijektion gegeben ist.
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Wir kommen nun zu einer wichtigen Eigenschaft separabler Erweiterungen.

Definition 15.12 Eine Korpererweiterung L|K wird einfach genannt, wenn ein Element a € L
mit L = K(a) existiert. In diesem Fall nennt man a eine primitives Element der Erweiterung.

Es gilt nun der wichtige

Satz 15.13 (Satz vom primitiven Element)
Jede endliche, separable Erweiterung L|K ist einfach.

Beweis: Ist K ein endlicher Korper, dann ist auch L endlich. Aus der Zahlentheorie-Vorlesung ist bekannt, dass L™ als
multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers zyklisch ist. Ist & € L™ ein Erzeuger der Gruppe, dann gilt offenbar
L =K(a), also ist L|K einfach. Von nun an gehen wir davon aus, dass der Kérper K unendlich ist.

Da es sich bei L|K um eine endliche Erweiterung handelt, gibt es Elemente a,, ..., @, mit L = K(a,...,a,). (Man
kann zum Beispiel eine Basis von L als K-Vektorraum nehmen.) Wir beweisen nun durch vollstindige Induktion iiber
r, dass eine solche Erweiterung einfach ist. Fiir r = 1 folgt die Aussage direkt aus der Definition. Sei nun r > 1,
und setzen wir die Aussage fiir alle s < r voraus. Nach Induktionsvoraussetzung ist L, = K(ay, ..., @,_; ) einfach. Es
gibt also ein a € L, mit L, = K(a). Setzen wir § = a,, dann gilt also L. = K(a, ). Es bleibt zu zeigen, dass die
Erweiterung L|K von einem einzigen Element erzeugt wird.

Sei L ein algebraischer Abschluss von L, f € K[x] das Minimalpolynom von a iiber K und g € K[x] das Minimal-
polynom von f3 iiber K. Dann zerfallen f und g iiber L in Linearfaktoren, d.h. es gibt a,,...,a,, € L und B, ..., 8,
mit

fo= lﬂl(x—ai) und g = ﬁ(x—ﬁ,-) :
i=1 j=1

wobei wir a; = a und 8; = § annehmen koénnen. Ferner sind die Elemente a4, ..., a,, und f3,, ..., ,, jeweils verschie-
den voneinander, weil a und f tiber K separabel und f und g damit separable Polynome sind. Fiir jedes ¢ € K™ sei
nun

Y. = a+cf und M. = K(y.)-

Wir werden zeigen, dass ¢ so gewahlt werden kann, dass M, = K(a, f8) erfiillt ist. Dazu betrachten wir das Polynom
h, € M_[x] gegeben durch

he = flre—cx) = [J(e—ex)=a) = []0re—(a+cx).

i=1 i=1

Wir bezeichnen die einzelnen Linearfaktoren y, —(a; +cx) von h, mit h_ ;. Das Polynom h, ist so konstruiert, dass es
B = B, auf jeden Fall als Nullstelle besitzt, denn nach Definition gilt

hc,l(ﬁ) = Yc_(a1+cﬁ) = Yc_(a+cﬂ) = Y=Y = 0
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und somit h.(;) = h.(B) = 0. Andererseits kann das Element ¢ so gewahlt werden, dass 3, ..., 3,, nicht als Nullstellen
von h, auftreten. Fiir 1 <i <m und 2 < j < n gilt ndmlich

hei(B)) = ve—(ai+ch) = (a+cf)—(a;+ch;) = (a—a)+c(B—p).

Weil K unendlich ist, konnen wir ¢ so wihlen, dass

a—a;

“FEp

fir 1<i<m,2<j<n = h.;(B;))#0 fir 1<i<m,2<j<n
= h.(B;)#0 fir 2<j<n

erfiillt ist. In diesm Fall ist dann x — f3; der einzige Linearfaktor von g, der auch das Polynom h, teilt.Es gilt also

x—pB = ggT(g,h).

Aber der grofite gemeinsame Teiler von zwei Polynomen g,h, € M,[x] ist wiederum in M_.[x] enthalten. Es folgt
B € M, und damit auch a = y, —cff € M,. Aus a,3 € M, erhalten wir K(a,3) € M, = K(y.). Da andererseits
Y. =a+cP in K(a, B) liegt, erhalten wir insgesamt die gewiinschte Gleichung K(a, ) = K(y,). |

Der Satz vom primitiven Element hat auch Auswirkungen auf die Anzahl der Zwischenkdrper einer algebraischen
Erweiterung. Diesen Zusammenhang sehen wir uns als nichstes an. Als Vorbereitung beweisen wir

Lemma 15.14 Sei L|K eine einfache algebraische Erweiterung, also L = K(a) fiir ein a € L.
Sei M ein Zwischenkérper von L|K und

das Minimalpolynom von a iiber M. Dann gilt M = K(ay, ..., a,_1)-

Beweis:  Sei M, = K(ay,...,a,_;). Dann ist M, jedenfalls in M enthalten, denn jedes der Elemente a; liegt nach
Voraussetzung in M. Wir betrachten nun die Erweiterung L|M,. Wegen L = K(a) gilt erst recht L = M,(a), und das
Polynom f ist irreduzibel in My[x ], weil es sogar in M[x] irreduzibel ist. Also ist f auch das Minimalpolynom von a
iiber M,, und wir erhalten

[L:M] = grad(f) = [L:M,l.
Der Gradsatz liefert nun [L:K] (L :K]
[My:K] = ——= = ——— = [M:K].
0 [L:M,] [L:M]
Zusammen mit M, € M erhalten wir M, = M. |

Satz 15.15 Eine endliche Erweiterung L|K besitzt genau dann nur endlich viele Zwischen-
korper, wenn sie einfach ist.
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Beweis: Ist K ein endlicher Korper, dann ist auch L endlich. Weil es in L nur endlich viele Teilmengen gibt, kann
es auch nur endlich viele Zwischenkorper gegeben. Andererseits ist L™ als multiplikative Gruppe eines endlichen
Korpers zyklisch, und ist a ein Erzeuger dieser Gruppe, dann gilt L. = K(a). Die Aquivalenz ist im Fall endlicher
Korper also richtig, weil beide Teilaussagen immer erfiillt sind. Wir setzen von nun an voraus, dass K unendlich ist.

,<=“ Sei a €L ein Element mit L = K(a) und f € K[x] das Minimalpolynom von a iiber K. Sei auerdem M ein
Zwischenkorper von LIK und g € M[x] das Minimalpolynom von a iiber M. Da f in M[x] liegt und f(a) = O gilt,
ist f ein Vielfaches von g[x]. Aullerdem wird M nach Lemma von den Koeffizienten von g erzeugt. Jedem
Zwischenkorper kann also ein normierter Teiler von f zugeordnet werden, und diese Zuordnung ist injektiv. Da f
nur endlich viele normierte Teiler besitzt, kann es auch nur endlich viele Zwischenkorper geben.

,=“ Da L|K eine endliche Erweiterung ist, gibt es Elemente a;,...,a, € L mit L = K(a,...,a,). Wir zeigen nun
durch vollstdndige Induktion tiber r, dass jede algebraische Erweiterung L|K, die nur endlich viele Zwischenkorper
besitzt und von r Elementen a, ..., @, erzeugt wird, eine einfache Erweiterung ist.

Flir r = 1 ist nichts zu zeigen. Sei nun r > 1, und setzen wir die Aussage fiir alle s < r als giiltig voraus. Setzen wir
L, =K(ay,...,a,_;), dann hat mit L|K auch die Erweiterung L,|K nur endlich viele Zwischenkérper. Nach Indukti-
onsvoraussetzung gibt es ein a € Ly mit L, = K(a). Es gilt dann L = K,() = K(a, ) mit 8 = a,. Da L|K nur endlich
viele Zwischenkorper besitzt, der Kérper K nach Voraussetzung aber unendlich ist, gibt es Elemente ¢,d €K, ¢ #d,

so dass
K(a+cB) = K(a+dp) gilt.

Setzen wir M = K(a+cf), dann liegen also die Elemente a+cf3 und a+df3 beide in M. Es folgt (a+cf)—(a+dp) =
(c—d)B € M und wegen (c —d) € K* auch € M. Dies wiederum bedeutet, dass auch ¢ = (a —cf) +cf in M
liegt. Aus a, 8 € M folgt K(a, ) € M, und wegen a + cf3 € K(a, ) folgt umgekehrt M C K(a, ). Also ist L|K eine
einfache Erweiterung. m|

Folgerung 15.16 Jede endliche, separable Erweiterung L |K besitzt nur endlich viele Zwischen-
korper.

Beweis: Nach dem Satz vom primitiven Element ist L |K einfach, und nach Satz[15.15|besitzt L|K deshalb nur endlich
viele Zwischenkdrper. O
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§16. Der Hauptsatz der Galoistheorie

Zusammenfassung. Der Hauptsatz der Galoistheorie verbindet zwei Teilgebiete der Algebra miteinander, die
Gruppen- und die Korpertheorie. Genauer gesagt wird jeder endlichen, normalen und separablen Erweiterung
L|K eine endliche Gruppe Gal(L|K) zugeordnet, die sog. Galois-Gruppe. Anhand der Gruppenstruktur l4sst
sich feststellen, wieviele Zwischenkorper die Erweiterung L|K besitzt, wie diese innerhalb der Erweiterung
L|IK angeordnet sind, welche Erweiterungsgrade diese iiber dem Grundkorper K haben, und welche davon
normale Erweiterungen iiber K sind.

Auch nicht-konstanten Polynomen f € K[x] kann eine Galoisgruppe zugeordnet werden: Man wéhlt einen
Zerfallungskorper L von f iiber K und definiert Gal(f|K) = Gal(L|K). Nummeriert man die n Nullstellen
von f in L in beliebiger Weise, dann kann Gal(f|K) mit einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,
identifiziert werden, und einzelne Elemente mit Permutationen. All dies werden wir durch konkrete Beispiele
illustrieren.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Galois-Erweiterung — Hauptsatz der Galoistheorie und Ergdnzungen

— Galois-Gruppe Gal(L|K) einer Galois-Erweiterung L|K - Identifikation von Galois-Gruppen von Poly-
nomen mit Untergruppen von symmetrischen

— Galois-Gruppe Gal(f |K) eines Polynoms f € K[x] Gruppen

— Verschiebungssatz der Galoistheorie

Definition 16.1 Eine Korpererweiterung L|K wird Galois-Erweiterung genannt, wenn sie nor-
mal und separabel ist. Die Gruppe Gal(L|K) = Autg(L) heilt dann die Galoisgruppe der Erwei-
terung L|K.

Ist L|K eine Galois-Erweiterung und M ein Zwischenkorper von L|K, dann ist auch L|M eine Galois-Erweiterung.
Dies folgt aus den Propositionen[15.5| und Somit kénnen wir auch die Galoisgruppe Gal(L|M) bilden. Es han-
delt sich dabei um eine Untergruppe von Gal(L|K), denn wegen M 2 K ist jeder M-Automorphismus auch ein
K-Automorphismus des Korpers L.

Damit haben wir also einen Weg gefunden, jedem Zwischenkoérper von L|K eine Untergruppe von Gal(L|K) zuzuord-
nen. Wir iiberlegen uns nun, wie man umgekehrt von einer Untergruppe zu einem Zwischenkorper kommt.

Definition 16.2 Sei L ein Kérper und G eine Untergruppe von Aut(L). Dann nennt man L¢ =
{a €L |o(a)=aV o € G} den Fixkérper von G.
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Man iiberpriift unmittelbar, dass L¢ ein Teilkérper von L ist: Wegen o(1;) = 1; fiir alle o € G liegt 1, in LC. Sind
a,3 € L¢ und o € G, dann gilt

ola=p) = ol@-oB) = a=p , olap) = ol@o(f) = ap.

Ist @ # 0, dann ist wegen o(a ') = o(a)™! = a! fiir alle o € G auch a™ ! in LY enthalten.

Proposition 16.3 Sei L ein Kérper, G < Aut(L) eine endliche Untergruppe und K = L¢ der
zugehorige Fixkorper.

(i) Sei a € L und G(a) = {o(a) | 0 € G}. Sind a4, ..., a, die verschiedenen Elemente der
Menge G(a), dann ist das Polynom f = [[/_,(x — a;) das Minimalpolynom von a iiber
dem Grundkorper K.

(ii) Die Erweiterung L|K ist galoissch.

Beweis: zu (i) Zunichst zeigen wir, dass f in K[x] liegt. Sei T € G ein beliebiges Element. Dann gilt 7(f) =
]_[l.rzl(x —1(a;)). Ist B € G(a), p = o(a) fiir ein 0 € G, dann liegt 7(B) = (7 o o)(a) ebenfalls in G(a). Die
Menge G(a) wird also durch 7 in sich abgebildet. Weil 7 als Automorphismus injektiv und G(a) endlich ist, ist durch
T|g() €ine Permutation von G(a) gegeben. Da die Elemente aus G(a) die verschiedenen Nullstellen von f sind, folgt
7(f) = f. Dies bedeutet, dass sich die Koeffizienten von f durch Anwendung von 7 nicht 4&ndern. Weil T € G beliebig
gewihlt war, folgt f € L[x]=K[x].

Nun beweisen wir, dass es sich bei f um das Minimalpolynom von a iiber K handelt. Wegen f (a) = 0 ist a algebraisch
iiber K. Ist g € K[x] das Minimalpolynom von a {iber K, dann ist g ein Teiler von f. Fiir jedes o € G ist g(o(a)) =
o(g)(a) = g(a) = 0. Dies bedeutet, dass g durch samtliche Linearfaktoren x — o (a) des Polynoms f teilbar ist. Also
gilt auch f|g. Weil f und g beide normiert sind, erhalten wir insgesamt f = g.

zu (ii) Zunichst zeigen wir, dass L|K normal ist. Sei f € K[x] ein irreduzibles, normiertes Polynom, dass in L
eine Nullstelle a besitzt. Wie wir in Teil (i) gezeigt haben, gilt f = []'_, (x — a;), wobei ay, ..., a, die verschiedenen
Elemente der Menge G(a) = {o(a) | o € G} bezeichnen. Dies zeigt, dass f iiber L in Linearfaktoren zerfillt. Also ist
L|K normal.

Nun beweisen wir die Separabilitét. Ist « € L und f € K[x] das Minimalpolynom von a {iber K, dann gilt (wie
soeben gezeigt) f = ]_[irzl(x — ;) mit verschiedenen Elementen a;,...,a, € L. Also ist a separabel iiber K. Weil
a € L beliebig gewahlt war, ist die Erweiterung L|K separabel. m|

Proposition 16.4 Sei L|K eine endliche Erweiterung und K ein algebraisch abgeschlossener
Erweiterungskorper von L. Dann gilt

Autg(L)] < |Homg(L,K)] < [L:KI.

Beweis: Die erste Ungleichung folgt direkt aus der Inklusion Auty (L) € Homg (L, K), und die zweite Ungleichung ist
ein Teil von Proposition[15.11 m|
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Satz 16.5 Fiir eine endliche Erweiterung L|K sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) LIK ist eine Galois-Erweiterung.
(i) |Autg(L)|=[L :K]
(i) LA®) =g

Beweis: Sei K ein algebraischer Abschluss von L.

L) = (i)“ Weil L|K normal ist, gilt Auty(L) = Homg(L,K). Auf Grund der Separabilitit von L|K gilt auRerdem
omy(L,K)| =[L : K], nac roposition |15.
|Hom(L,K)| = [L : K], nach P 15.11

L) = (ii))“  Sei K, = LA"%(), Dann gilt K C K, nach Definition der Gruppe Auty(L), denn jedes a € K liegt im
Fixkorper K, von Autg(L). Nach Definition gilt auch Aut (L) € Auty(L), denn jeder Automorphismus von L, der
alle Element aus K|, auf sich selbst abbildet, tut dies erst recht fiir alle Element aus K. Andererseits gilt o(a) = a fiir
alle o € Autg(L) und a € K. Daraus folgt Aut, (L) S Autg (L), insgesamt Autg (L) = Autg (L). Wire K, 2 K, dann
wiirde

[L:K] > [L:Ko] = |Autg (L) = |Aut(L)

gelten, im Widerspruch zur Voraussetzung.

L(ii) = ()“ Wegen |Autg(L)| < [L : K] ist G = Autg (L) eine endliche Gruppe. Nach Proposition und wegen
K = LY ist L|K somit eine normale und separable Erweiterung. m|

Ist L|K eine endliche Erweiterung, aber nicht galoissch, dann sind demzufolge auch die Aussagen (ii) und (iii) un-
giiltig. Als Beispiel betrachten wir die Erweiterung L|K mit K = Q und L = Q(+/2). Jedes o € Autx(L) muss als
Q-Homomorphismus die Nullstelle ¥2 von f = x® — 2 auf eine Nullstelle von f in L abbilden. Weil es aber in L
neben +/2 keine weiteren Nullstellen von f gibt, muss o(¥/2) = ¥/2 gelten, und wegen L = Q(#/2) folgt daraus
o =id;. Aus Autg (L) = {id; } wiederum folgt LA« = {idi} = ], "also insbesondere LA« £ K. Auch (ii) ist nicht
erfiillt, denn es gilt einerseits |[Autg(L)| = |{id; }| = 1, andererseits aber [L : K] = 3.

Proposition 16.6 Sei L ein Kérper, G < Aut(L) eine endliche Untergruppe und K = L¢ der
zugehorige Fixkorper. Dann ist L|K eine endliche Galois-Erweiterung, und es gilt G = Gal(L|K).

Beweis: Nach Proposition (ii) ist L|K eine Galois-Erweiterung. Setzen wir d = |G| und ist a € L, dann enthélt
die Menge G(a) hochstens d Elemente. Sei f das Minimalpolynom von a. Weil die Nullstellen von f nach Proposition
(i) gerade die Elemente der Menge G(a) sind, gilt grad(f) < d. Es gilt also [K(a) : K] < d fiir alle a € L.

Sei a € L so gewdhlt, dass [K(a) : K] maximal ist. Ist nun 3 € L beliebig, dann gibt es nach dem Satz [15.13|vom
primitiven Element ein y € L mit K(a, ) = K(y). Auf Grund der Wahl von «a ist [K(y) : K] < [K(a) : K]; wegen
K(a) € K(y) folgt K(a) = K(y) und insbesondere f € K(a). Weil 8 beliebig gewéhlt war, haben wir somit L = K(a)
gezeigt. Es folgt [L : K] < d, insbesondere ist die Erweiterung L|K endlich. Nach Definition ist G eine Untergruppe
von Gal(L|K); andererseits ist |Gal(L|K)| = |Autg(L)| =[L : K] < d = |G| nach Satz[16.5](ii). Damit ist G = Gal(L|K)
bewiesen. m|
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Satz 16.7 (Hauptsatz der Galoistheorie)

Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe G = Gal(L|K), % die Menge der
Untergruppe von G und & die Menge der Zwischenkorper von L|K. Dann sind durch die Zuord-
nungen

p:U—% , ULV und Y:Z—u , M~ Gal(L|M)

zueinander inverse Bijektionen zwischen % und % gegeben.

Beweis: Sei M € % ein Zwischenkorper. Dann ist L|M galoissch, und nach Satz gilt
(poyp)(M) = ¢(GallL|M)) = LSIEM = pp

Sei umgekehrt eine Untergruppe U € % vorgegeben. Auf Grund von Proposition ist dann L|M mit M = LY eine
Galois-Erweiterung, und es gilt U = Gal(L|M). Folglich ist

(Yod)U) = M) = GallllM) = U.
Dies zeigt, dass die Abbildungen ¢ und ) tatsachlich zueinander invers sind. |

Wir beweisen zum Hauptsatz der Galoistheorie noch einige ergédnzende Aussagen, mit denen sich die bijektive Kor-
respondenz genauer beschreiben l&sst.

Satz 16.8

(i) Sind Uy,U, € % mit U; C U,, dann folgt LY D L.
(i) Sind umgekehrt M;, M, € & mit M; € M,, dann ist Gal(L|M;) 2 Gal(L|M,).
(iii) Es gilt L1} =1 L% =K und Gal(L|L) = {id; }, Gal(L|K) = G.

(iv) Ist M ein Zwischenkorper und U = Gal(L|M) die zugehorige Untergruppe, dann gilt [L :
M]=|U|und [M :K]=(G:U).

Beweis: Die Aussagen (i) und (ii) kénnen unmittelbar nachgerechnet werden. Fiir (i) sei beispielsweise a € LUz
vorgegeben. Dann gilt o(a) = «a fiir alle 0 € U,, wegen U, 2 U; damit erst recht fiir alle 0 € U;. Daraus folgt
a € LY. Unter (iii) ebenso offensichtlich sind die Gleichungen L% = L, Gal(L|K) = G und Gal(L|L) = {id, }. Die
Gleichung L¢ = LA"(@) = K folgt aus Satz Die erste Aussage unter (iv) folgt aus der Tatsache, dass L|M eine

Galois-Erweiterung ist und nach Satz somit |Gal(L|M)| = |Aut,(M)| = [L : M] gilt. Die zweite Gleichung erhélt
man durch

[L:K] _ |G|
[L:M] Ul

[M:K] (G:U). O
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Proposition 16.9 Sei M ein Zwischenkorper von L|K und U = Gal(L|M) die zugehorige Un-
tergruppe von G = Gal(L|K). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Erweiterung MK ist normal.

(ii) Die Untergruppe U ist Normalteiler von G.

In diesem Fall erhalten wir durch o — o|,; eine Abbildung G — Gal(M|K), und diese induziert
einen nattiirlichen Isomorphismus G/U = Gal(M|K).

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes o € G die Gleichung Gal(L|o(M)) = cUo ™! erfiillt ist. Fiir beliebiges
T € G gilt die Aquivalenz

teGal(LloM)) & t(@)=aVacocM) & 1(oc(a))=c(a)VaeM <

1 1

(cloto0)a)=aVaeM & o lotoocelU & rteocUo .

Sei nun I ein algebraischer Abschluss von L.

,({1) = (ii)“ Sei o € G vorgegeben. Zu zeigen ist cU o !

= U. Schrianken wir o auf M ein, dann erhalten wir einen
K-Homomorphismus M — L. Weil M|K normal ist, handelt es sich bei o|;; um einen K-Automorphismus von M

(siehe Satz[15.3). Insbesondere gilt (M) = M. Es folgt
oUoc™' = Gal(Llo(M)) = GallLlM) = U.

Weil o € G beliebig gewahlt war, erhalten wir U < G.

“(ii) = ()“ Wir zeigen, dass M|K das Kriterium (iii) aus Satz erfiillt. Sei dazu ein K-Homomorphismus 7 :
M — L vorgegeben. Nach Propositionexistiert eine Fortsetzung o : L — L von 7, also ein K-Homomorphismus
mit o|,; = 7. Weil L|K normal ist, gilt o € Gal(L|K), und weil U nach Voraussetzung ein Normalteiler von G ist, gilt
oUo™! = U. Es folgt

Gal(Llo(M)) = oUoc! = U = Gal(L|M).

Weil nach dem Hauptsatz der Galoistheorie die Zuordnung & — %, M — Gal(L|M) injektiv ist, erhalten wir
o (M) = M und somit auch (M) = M. Dies zeigt, dass 7 in Auty (M) enthalten ist. Aus Satz (iii) folgt, dass die
Erweiterung M |K normal ist.

Wir haben bereits festgestellt, dass durch o — o |, jedes 0 € G nach Gal(M|K) abgebildet wird. Die Abbildung ist
surjektiv, denn jedes 7 € Gal(M|K) kann nach Propositionzu einem K-Homomorphismus o : L — [ fortgesetzt
werden, und weil L|K normal ist, liegt das Element ¢ in Auty(L) = G. Fiir jedes o € G gilt offenbar o|,, = idy,
genau dann, wenn o in Gal(L|M) enthalten ist. Somit ist Gal(L|M) genau der Kern der Abbildung o — o|,,, und der
Isomorphismus G/U = Gal(M |K) folgt aus dem Homomorphiesatz fiir Gruppen. O

Anwendungsbeispiel 1
Wir bestimmen fiir L = Q(+/2, v/3) alle Zwischenkoérper der Erweiterung L|Q.

Zunichst tiberpriifen wir, dass es sich um eine Galois-Erweiterung handelt. Als Nullstellen des Polynoms f € Q[x]
gegeben durch f = (x? — 2)(x? — 3) sind +/2,4/3 algbraisch iiber Q. Nach Proposition folgt daraus, dass die
Erweiterung L|Q algebraisch ist. Wegen char(Q) = 0 ist sie nach Satz auch separabel. Dariiber hinaus handelt
es sich bei L um den Zerféllungskorper des Polynoms f iiber Q, somit ist L|Q nach Satz[15.3|auch normal. Denn die

— 134 —



Nullstellen von f in C sind £+/2,+4+/3, also ist M = Q({£+/2,£+/3}) nach Definition der Zerfillungskérper von f
iiber Q. Wegen {£+/2,£+/3} C L und {+/2, v3} € M stimmen L und M {iberein.

Im néichsten Schritt bestimmen wir den Erweiterungsgrad [L : Q], der nach Satz mit der Ordnung der Galois-
gruppe G = Gal(L|Q) iibereinstimmt. Ist d € Z \ {0,1} kein Quadrat, dann ist die Erweiterung [Q(+/d) : Q] vom
Grad 2. Denn f = x2—d € Q[x] ist normiert und hat vd als Nullstelle; wire f iiber Q reduzibel, dann miissten
wegen grad(f) = 2 die beiden Nullstellen ++/d in Q liegen, im Widerspruch dazu, dass d in Q kein Quadrat ist. So
aber ist f tber Q irreduzibel, es gilt f = uq 7 und somit [Q(Vd) : Q] = grad(f) = 2. Nach Satz gilt fiir
jede zwei verschiedene quadratfreie Zahlen d,d’ € Z \ {1} auRerdem jeweils [Q(vd) : Q] = [Q(¥d") : Q] = 2 und
Q(vd) # Q(v/d) gilt. Insbesondere gilt also Q(v2) # Q(+/3) und

[Q(v2):Q] = [QW3):Q] = 2.

Dariiber hinaus ist g = x> —3 das Minimalpolynom von +/3 iiber K = Q(+/2). Denn wire g in K[x] irreduzibel, dann
wiirde wegen grad(g) = 2 die Nullstelle +/3 von g in K liegen. Daraus wiirde Q(+/3) € K folgen, und wegen

2 = [K:Q] = [K:Q(W3)][Q(¥3):Q] = [K:Q(V3)]-2

wiirden wir [K : Q(+/3)] = 1 und Q(v2) = K = Q(+/3) erhalten, was aber bereits ausgeschlossen ist. Da g also in
K[x] irreduzibel und normiert ist, folgt aus g(+/3) = 0 tatsichlich die Gleichung g = g, s3- Wir erhalten

[L:K] = [K(V3):K] = grad(pgy3) = 2
und mit der Gradformel |G| =[L:Q]=[L:K]-[K:Q]=2-2=4.

Nun bestimmen wir den Isomorphietyp der Galoisgruppe G. Aus der Gruppentheorie wissen wir, dass alle Grup-
pen, deren Ordnung ein Primzahlquadrat ist, abelsch sind. Als endliche abelsche Gruppe ist G isomorph zu einem
kartesischen Produkt zyklischer Gruppen. Daraus folgt

G=7/47 oder G=7Z/27 x 7.]27.

Mit dem Hauptsatz der Galoistheorie ermitteln wir nun den korrekten Isomorphietyp. Mit Q(+'2), Q(+/3) besitzt L|Q
mindestens zwei verschiedene Zwischenkorper, wobei der Erweiterungsgrad iiber @ jeweils gleich 2 ist. Seien U; =
Gal(L|Q(+/2)) und U, = Gal(L|Q(+/3)) die zugehorigen Untergruppen. Nach dem Hauptsatz sind diese voneinander
verschieden, und nach Satz (iv) gilt |U;| = [L : Q(+/2)] = 2 und ebenso |U,| = [L : Q(+/3)] = 2. Also besitzt
G mindestens zwei verschiedene Untergruppen der Ordnung 2. Aber als zyklische Gruppe besitzt Z/47 nur eine
Untergruppe dieser Ordnung. Also muss G = 7 /27, x 7./27. gelten.

Im letzten Schritt kdnnen wir nun den Hauptsatz der Galoistheorie anwenden, um alle Zwischenkorper der Erwei-
terung L|Q anzugeben. Wegen |G| = 4 besitzt G nur Untergruppen der Ordnung 1, 2 und 4. Der einzigen Unter-
gruppe {id; } der Ordnung 1 entspricht nach Satz[16.8]ein eindeutig bestimmter Zwischenkérper von L|Q vom Grad
(G :{id;}) =4 iiber Q. Wegen [L : Q] = 4 ist dies offenbar der Koérper L. Die einzige Untergruppe von G der Ordnung
4 ist G selbst, und diese entspricht dem Zwischenkorper Q der Erweiterung L|Q.

Die Gruppe Z /27, x 7./27. besitzt genau drei Untergruppen der Ordnung 2, namlich ((1,0)), ((0,1)) und ((1,1)). (Da
es sich bei 2 um eine Primzahl handelt, ist jede Untergruppe der Ordnung 2 zyklisch, wird also von einem Element
der Ordnung 2 erzeugt.) Wegen G = Z/27. x Z./27. gibt es also auch in G genau drei Untergruppen U;, U,, U; der
Ordnung 2. Diese entsprechen nach dem Hauptsatz der Galoistheorie drei verschiedenen Zwischenkérpern K, Ky, K5
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von L|Q mit [K; : Q] = (G : U;) = 2 fiir i = 1,2,3. Zwei davon sind Q(+2) und Q(+3). Wegen v6 = v/2-+/3 € L
muss Q(+/6) der dritte dieser Zwischenkérper sein. O

Fiir die Arbeit mit Galoisgruppen von konkret vorgegebenen Korpererweiterungen ist es oft hilfreich, sie als Unter-
gruppen der symmetrischen Gruppen S, darzustellen.

Definition 16.10 Sei K ein Korper und f € K[x] ein nicht-konstantes Polynom, dessen irredu-
zible Faktoren alle separabel sind, und sei L ein Zerfallungskorper von f iiber K. Dann bezeichnet
man Gal(L|K) auch als die Galoisgruppe Gal(f|K) des Polynoms f .

Man beachte, dass das Polynom f selbst in der Definition nicht irreduzibel zu sein braucht. Die Bedinung an die
irreduziblen Faktoren ist auf Grund der Sétze und|15.10[immer erfiillt, falls char(K) = 0 gilt oder K ein endlicher
Korper ist.

Satz 16.11 Sei f € K[x] ein Polynom wie in Definition [16.10| und L ein Zerfillungskorper
von f iiber K. Seien ay,...,a, € L die verschiedenen Nullstellen von f in L. Dann gibt es einen
injektiven Homomorphismus

¢ 5 Gal(flK) — Sn mit O'(ak) = a¢(a)(k) fir 1<k<n.

Beweis: Sei G = Gal(f|K) und S = {a;,...,a,} € L die n-elementige Menge der Nullstellen von f. Jedes o € G ist
ein K-Homomorphismus, deshalb ist fiir jedes k € {1,...,n} nach Satz auch o(a;) eine Nullstelle von f; es gilt
also 0(S) €S. Mit o ist auch o|g : S — S eine injektive Abbildung, und als injektive Abbildung zwischen endlichen,
gleichméchtigen Mengen ist o|g auch surjektiv, insgesamt also eine Permutation.

Somit ist durch ¢,(o) = o|s also eine Abbildung G — Per(S) definiert. Dariiber hinaus handelt es sich um einen
Gruppenhomomorphismus, denn fiir alle 0,7 € G und k € {1,...,n} gilt 7(a;) € S und somit
(com)ls(a) = (oot)a) = o(tlw)) = ols(tls(a)) = (olsotlsda) ,

also ¢p1(co71) =(0o1)|s =0lgoTl|g = ¢p1(0) o p1(7). Nun zeigen wir noch, dass ¢, injektiv ist. Sei o € G mit
¢,(0) =idg. Dann gilt o(a;) = idg(a) = a; fiir 1 < k < n. Wegen L =K(ay, ..., a;) folgt daraus o = id; ; damit ist
die Injektivitat von ¢; nachgewiesen.

Wie aus der Gruppentheorie bekannt, liefert die Bijektion ¢ : M,, — S, k — @, einen Isomorphismus 1) : S,, — Per(S)
von Gruppen, gegeben durch T — (o7 o(™1. Somit ist ¢ = 1! o ¢; ein Monomorphismus von G nach S,. Zum
Schluss beweisen wir noch die Gleichung o (a;) = () flir beliebig vorgegebenes k € {1,...,n} und o € G. Sei {
die Nummer der Nullstelle o, = o(a;). Dann gilt

p(0)k) = (W log)o)k) = YPpTHPloNk) = YT ol)k) =
(ro(olg)edk) = (o(alsDa) = Hola) = Ha) = L
Es folgt ay o)) = ar = o(ay). m|
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Anwendungsbeispiel 2
Wir bestimmen alle Zwischenkérper des Zerfillungskérpers von f = x2 — 2 iiber Q.

Aus den vorherigen Abschnitten wissen wir bereits, dass L = Q(+/2, ) der Zerfallungskorper von f iiber Q in den
komplexen Zahlen ist, mit { = —% + %s/—_?) Ebenfalls ist bereits [L : Q] = 6 bekannt. Die Nullstellen des Polynoms
f in C sind gegeben durch

a,=v2 , ay,=(V2 und a;={*V2.

Sei G = Gal(f|Q) = Gal(L|Q). Nach Satz|16.11|gibt es einen Monomorphismus ¢ : G — S3 mit o (a;) = g filir
alle 0 € K und k € {1,2,3}. Wegen |G| =[L : Q] = 6 = |S;]| ist ¢ sogar ein Isomorphismus zwischen G und S;.

Wir iiberlegen nun, welche Informationen uns der Hauptsatz der Galoistheorie {iber die Zwischenkorper der Erweite-
rung L|Q liefert. Aus unseren bisherigen Untersuchungen zur symmetrischen Gruppe S; wissen wir, dass diese genau
sechs Untergruppen besitzt, namlich

{id} , ((@2) , (@3) , (23) , ((123)) und S;.

Somit hat die Erweiterung L|Q nach dem Hauptsatz genau sechs Zwischenkorper. Es ist in dieser Situation auch nicht
schwierig, diese sechs Korper konkret anzugeben. Die ,trivialen“ Zwischenkorper sind L und Q. Es ist leicht zu sehen,
dass Q(¢) mit Q(+/—3) iibereinstimmt, dies ist ein Kérper vom Grad 2 iiber Q. Weil a,, fiir k = 1,2, 3 jeweils x> —2
als Minimalpolynom haben, sind Q(a,), Q(a,) und Q(a;) drei Zwischenkérper vom Grad 3 iiber Q.

Wir tiberpriifen noch, dass diese drei Korper tatséchlich verschieden voneindander sind. Offensichtlich gilt Q(a;) #
Q(a,) und Q(a;) # Q(a3), denn im Gegensatz zu Q(a,) und Q(a3) ist Q(a;) in R enthalten. Nehmen wir nun an,
dass Q(a,) = Q(as) ist. Dann wiren mit a,, a; auch die Elemente { = a3/a, undv/2 = a,/{ in Q(a,) enthalten.
Insgeesamt wire also L = Q(v/2,¢) € Q(a,), was aber wegen [L : Q] = 6 und [Q(a,) : Q] = 3 unméglich ist. Also
haben wir tatsachlich alle sechs Zwischenkorper der Erweiterung L|Q gefunden.

Wir beenden das Kapitel mit einer Ergdnzung zum Hauptsatz der Galoistheorie, die wir in einem spateren Abschnitt
(zur Auflosbarkeit von Gleichungen) benétigen werden. Um ihn formulieren zu kénnen, benétigen wir den Begriff
des Kompositums zweier Korper.

Proposition 16.12 Ist K ein Korper mit Teilkérpern L und M, dann gilt
L(M) = M(L).

Man bezeichnet L-M = L(M) = M(L) als das Kompositum der Korper L und M in K. Es handelt
sich dabei um den kleinsten Teilkérper von K, der L UM enthalt.

Beweis: Zunéchst beweisen wir die Gleichung L(M) = M(L). ,E“ Nach Definition ist M(L) ein Zwischenkorper
von K|M mit M(L) 2 L. Dies zeigt, dass M (L) auch ein Zwischenkérper von K|L mit M(L) 2 M ist, und daraus folgt
M(L) 2 L(M) nach Definition von L(M). Der Beweis der Inklusion ,,2“ 1auft analog. Dass M(L) 2 L U M gilt, haben
wir bereits festgestellt. Ist nun L, ein beliebiger Teilkérper von K mit L, 2 L U M, dann ist L; ein Zwischenkdrper
von K|L mit L, 2 M. Daraus folgt L, 2 L(M). Also ist L - M = L(M) tatsichlich der kleinste Teilkérper von K, der

L UM enthilt. O
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Satz 16.13 (Verschiebungssatz der Galoistheorie)

Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung und M |K eine weitere Koérpererweiterung mit der Ei-
genschaft, dass L und M in einem gemeinsamen Erweiterungskorper K enthalten sind. Dann
sind auch L - M|M und L|L N M Galois-Erweiterungen, und es gibt einen Isomorphismus

¢ : Gal(L - M|M) — Gal(L|L N M)

von Gruppen mit ¢(7) = 7|, fiir alle T € Gal(L - M|M).

Beweis: Dass mit L|K auch L|(L N M) eine Galois-Erweiterung ist, folgt direkt aus den Propositionen[15.5/und[15.8]
Nun zeigen wir, dass L - M|M galoissch ist. Da L|K endlich und separabel ist, gibt es nach dem Satz vom
primitiven Element ein a € L, so dass L = K(a) erfiillt ist. Wir beweisen nun zunéchst die Gleichung L - M = M(a),
die nach Definition des Kompositums zu M(L) = M(a) dquivalent ist. Die Inklusion ,,2“ folgt direkt aus a € L. Fiir

die umgekehrte Inklusion geniigt es zu bemerken, dass M mit K und a auch den Korper L = K(a) enthélt. Aus
M € M(a) und L € M(a) folgt dann M(L) € M(a).

0.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass der Koérper K algebraisch abgeschlossen ist; ansonsten ersetzen wir ihn durch
seinen algebraischen Abschluss. Weil L|K separabel ist und a in L liegt, ist das Minimalpolynom f = u,, x separabel.
Setzen wir g = u, ), dann ist g wegen f € M[x] und f(a) = O ein Teiler von f, und mit f ist auch g separabel.
Dies zeigt, dass a auch iiber M separabel ist. Ist m = grad(g) = [M(a) : M] = [L - M : M], dann besitzt g in K
also m verschiedene Nullstellen. Nach Folgerung gibt es m verschiedene M-Homomorphismen L - M — K. Der
Separabilitatsgrad [L - M : M ], stimmt also mit dem Erweiterungsgrad [L - M : M] {iberein, und nach Proposition
ist L - M|M somit eine separable Erweiterung.

Da L|K normal ist, handelt es sich bei L um den Zerfallungskorper eines Polynoms h € K[x]. Das Polynom h zerféllt
iiber L also in Linearfaktoren, und es gilt L = K(ay, ..., @), wobei @, ..., a, die Nullstellen von f in L sind. Damit
zerféllt h auch tiber L - M in Linearfaktoren, und es gilt L - M = M (a4, ..., @,). Dies zeigt, dass auch L - M|M normal
ist. Ingesamt ist L - M|M also eine Galois-Erweiterung.

Sei G = Gal(L - M|M) und 7 € G. Aus 7(a) = a fiir alle @ € M folgt (7|, )(a) = a fiir alle a € L N M. Also ist 7|, ein
(L N M)-Homomorphismus. Die Erweiterung L|L N M ist normal, somit ist 7|, als (L N M)-Homomorphismus L — K
nach Satz ein (L N M)-Automorphismus von L. Damit haben wir gezeigt, dass durch 7 — t|; tatséchlich eine
Abbildung G — Gal(L|L N M) definiert ist.

Dass ¢ ein Homomorphismus von Gruppen ist, kann unmittelbar {iberpriift werden. Wir zeigen, dass ¢ injektiv
und surjektiv ist. Ist T € G mit ¢(7) = id;, dann gilt sowohl 7(a) = a fiir alle a € L als auch t(a) = «a fiir alle
a € M. Daraus folgt 7 = id; ., und folglich ist ¢ injektiv. Die Surjektivitdt von ¢ ist gleichbedeutend mit ¢(G) =
Gal(L|L N M). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie, angewendet auf die Erweiterung L|L N M, ist dies wiederum
dquivalent zu L?(@ = L N M. Die Inklusion ,,2¢ ist offensichtlich, da fiir jede Untergruppe U von Gal(L|L N M) der
Fixkorper LY ein Zwischenkérper von L|L N M ist. Zum Beweis von ,,C“ sei a € L ein Element mit o(a) = a fiir alle
o € ¢(G). Dann gilt T(a) = (7|;)(a) = a fiir alle T € G. Dies zeigt, dass a im Fixkorper (L - M)° von G liegt. Nach
dem Hauptsatz der Galoistheorie, diesmal angewendet auf die Erweiterung L - M|M, gilt (L - M)® = M. Also liegt a
in M, insgesamt in L N M. O
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§17. Galoisgruppen spezieller Erweiterungen

Zusammenfassung. In diesem Kapitel bestimmen wir die Galois-Gruppen von Erweiterungen endlicher
Korper und von Kreisteilungserweiterungen. Erstere sind immer zyklisch und werden von dem bereits aus § 14
bekannten Frobenius-Automorphismus erzeugt. Die Galois-Gruppen von Kreisteilungserweiterungen sind zu

isomorph zu Untergruppen der primen Restklassengruppen (Z/nZ)*, die wir aus der Zahlentheorie-Vorlesung
kennen, und somit stets abelsch.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Siitze

— Frobenius-Automorphismus PR T, — Es gilt Gal(TF ;. |IF;) = Z/nZ (q Primzahlpotenz, n € IN).

- Es gilt Gal(Q({,)IQ) = (Z/nZ)* fir allen€ N, n > 2.

Zuéchst untersuchen wir in diesem Abschnitt die Galoisgruppen von Erweiterungen endlicher Korper. Sei p eine
Primzahl, r € IN und ¢ = p". Sei F;lg ein algebraischer Abschluss von IF,. Wie in § 14 festgelegt, bezeichnen wir
mit Iy den eindeutig bestimmten Teilkérper von IF;lg mit q Elementen. In diesem Kapitel haben wir auch gesehen,
dass fiir jeden endlichen Korper K der Charakteristik p durch x — xP ein Automorphismus definiert ist, den wir als
Frobenius-Automorphismus von K bezeichnet haben.

Definition 17.1 Sein € IN und ¢ der Frobenius-Automorphismus von IF ;.. Dann bezeichnen
WII O |k, = ¢" als den Frobenius-Automorphismus der Erweiterung I .| I, .

Die Galoistheorie endlicher Korper kann im folgenden Satz zusammengefasst werden.

Satz 17.2 Seine€ IN.
(i) Die Erweiterung I . |IF, ist eine Galois-Erweiterung.

(i) Die Galois-Gruppe G = Gal(IF:|IF;) wird vom Frobenius-Automorphismus ¢y, der
Erweiterung IF . |IF, erzeugt.

(iii) Durch Z/nZ — G, a + nZ — ¢ ist ein Isomorphismus von Gruppen definiert.

Beweis: Nach Satz15.10|ist die Erweiterung I |IF, separabel. Nach Proposition ist I'y» wegen q" = p™ der
Zerfillungskorper des Polynoms xP —x iiber IF,, die Erweiterung IF ;. |IF, ist also normal. Da I, ein Zwischenkorper
von IF . |IF, ist, handelt es sich nach Proposition auch bei ;. [IF; um eine normale Erweiteriung. Insgesamt ist
]Fqanq also eine Galois-Erweiterung, damit ist (i) bewiesen.
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Im Beweis von Proposition wurde gezeigt, dass fiir jedes m € N die Elemente von IF,» genau die Nullstellen des

Polynoms x?" —x € IF,, sind. Insbesondere sind innerhalb des Korpers IF;. die Elemente von I, genau die Nullstellen

qn

von x?—x; dies sind zugleich diejenigen Elemente a € IF ., fir die ‘PJFqnlqu(a) = o gilt. Dies zeigt, dass @, T, nicht

qn>
nur ein Automorphismus, sondern ein IF;-Automorphismus von IF;., und somit ein Element der Galoisgrupppe G,
ist. Fir 1 <s < nund alle a € IF. gilt jeweils ¢y, i (a) = a?. Die Elemente, die unter Y i fest bleiben, also
q" 1 q q" 1 q

auf sich selbst abgebildet werden, sind jeweils genau die Elemente des Teilkorpers IF ;. Insbesondere ist ¢y ¥ die
a1t q

kleinste Potenz von PF 0 [F,> die alle Elemente von I festhélt. Also ist PF . F, in G ein Element der Ordnung n. Nach

Satz gilt |G| = [Ty : Fy]=n = ord(¢p,,r,)- Dies zeigt, dass G tatsachlich von ord(¢g,|,) erzeugt wird, also

Aussage (ii).

Weil 1 = 1+ nZ in der Gruppe (Z/nZ,+) ein Element der Ordnung n ist, folgt aus Proposition die Existenz
eines Homomorphismus Z/nZ — G, der 1 auf PF.F, abbildet. Das Bild von a@ = a + nZ = a(1 + nZ) unter diesem
Homomorphismus ist dann jeweils w%qn I, fiir jedes a € Z.. Weil G von PF, .|, erzeugt wird, ist der Homomorphismus
surjektiv, auf Grund der Gleichheit der Ordnungen von Z/nZ und G somit auch bijektiv. Damit ist auch Punkt (iii)
bewiesen. |

Bei einer Galois-Erweiterung der Form I ;. |IF; lésst sich die bijektive Korrespondenz aus dem Hauptsatz der Galois-

theorie zwischen der Menge % der Untergruppen von G = Gal(IF . |Ir,) = (‘P]Fqnqu) und der Menge % der Zwischen-

korper von IF . |IF, besonders einfach und explizit beschreiben. Wie aus der Theorie der zyklischen Gruppen bekannt,

sind die Untergruppen von G alle von der Form (go% i ), wobei d € IN die Teiler von n durchliuft. Dabei ist die
q"1%q

Ordnung von (np]‘é I ) jeweils gleich n/d, und der Index dieser Untergruppe in G ist gleich d. Nun ist nach Satz
q"1%q

(iv) der Fixkorper von (p9) ein Zwischenkorper Z; von Fou|lg mit [Z; : T, ] = d und [Fy. : Zy3] = n/d. Offenbar

handelt es sich dabei um den Korper IFq.

Mit den Kreisteilungskorpern wenden wir uns nun einer weiteren Klasse algebraischer Erweiterungen zu, bei der
sich die Galoisgruppen auf einfache Weise beschreiben lassen. Hierfiir greifen wir auf Ergebnisse und Definitionen
aus der Zahlentheorie-Vorlesung zuriick.

Istn € N und n > 2. Eine n-te Einheitswurzel in C ist ein Element { € C* der multiplikativen Gruppe mit {" = 1. Hat
¢ dariiber hinaus in C* die Ordnung n, dann spricht man von einer primitiven n-ten Einheitswurzel. Zum Beispiel
ist £, = e2™/" ein solches Element. Der Korper Q({,,) wird n-ter Kreisteilungskérper genannt.

In der Zahlentheorie werden die Minimalpolynome der Elemente {, definiert, die sogenannten Kreisteilungspoly-
nome ®,, € Z[x]. Es handelt sich dabei um irreduzible Polynome vom Grad ¢(n) (wobei ¢ die Eulersche ¢-Funktion
bezeichnet), deren Nullstellen genau die Elemente ¢ ’; mitk € Z,1 < k < nund ggT(k,n) =1 sind. Auf Grund dieser
Tatsache ist Q({,,) bereits der Zerfdllungskorper von ®,, iiber @, also Q({,,)|Q eine normale Erweiterung vom Grad
[Q(Z,) : Q] = grad(®,) = p(n). Als algebraische Erweiterung eines Korpers der Charakteristik 0 ist Q(¢,) auch
separabel iiber @), insgesamt also eine endliche Galois-Erweiterung.
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Satz 17.3 Sein € IN mitn > 2 und G = Gal(Q(Z,)|Q).

(i) Fiir jedes a € Z mit ggT(a,n) = 1 gibt es ein eindeutig bestimmtes Element o, € G
definiert durch o,(¢,,) = {¥.

(ii) Es gibt einen Gruppenisomorphismus ¢, : (Z/nZ)* — G mit ¢,(a + nZ) = o, fir alle
a € Z mit ggT(a,n) = 1.

Beweis: zu (i) Seia € Z mit ggT(a,n) = 1. Weil £, und (¢ beides Nullstellen des Kreisteilungspolynoms &, sind
und dieses iiber Q irreduzibel ist, gibt es auf Grund des Fortsetzungssatzes, Satz[12.2] einen eindeutig bestimmten Q-
Homomorphismus o, : Gal(Q(,)|Q) — Q¥ in den algebraischen Q¢ von Q mit o',(,) = ¢¢. Da Q(Z,)|Q normal
ist, handelt es sich bei o, nach Satz um einen Q-Automorphismus von Q(¢,), also um ein Element der Grupe
G.

zu (ii) Wir definieren die Abbildung ¢,, indem wir fiir jedes a € Z mit 0 < a < n und ggT(a,n) = 1 das Bild
von a + nZ jeweils durch ¢,(a + nZ) = o, festlegen. Fiir alle a,b € Z mit ggT(a,n) = ggT(b,n) = 1 stimmen
o, und o, jeweils genau dann iiberein, wenn a = b mod n gilt. Denn die Gleichung o, = o, ist 4quivalent zu
Cn =048, = 0p(8,) = Cg, weil jedes 0 € G durch das Bild o(,) eindeutig festgelegt ist, und damit auch zu
4 i’l_a = 1. Weil ¢,, in C* ein Element der Ordnung n ist, ist dies wiederum &dquivalent zu n | (b —a) und damit zu
a = b mod n. Die Aquivalenz a = b mod n & o, = 0, zeigt einerseits, dass die Gleichung ¢,(a + nZ) = o, fiir
alle a € Z mit ggT(a,n) = 1 erfiillt ist, und andererseits, dass ¢, injektiv ist. Nach Satz[16.5gilt fiir die Ordnung der
beiden Gruppen die Gleichheit |G| =[Q(,) : Q] = ¢(n) = |(Z/nZ)*|; somit ist ¢, auch bijektiv.

Nun {iberpriifen wir noch, dass durch ¢,, ein Gruppenhomomorphismus definiert ist. Fiir alle a, b € Z mit ggT(a,n) =
ggT(b,n) =1 gilt

(oa oO—b)(Cn) = O'a(g,l-)l) = O-a(gn)b = (CZ)b = gflb = O-ab(a:n)-

Es folgt ¢,(ab) = 0,, = 0,00, = ¢,(a) 0 ¢, (b). Damit ist nachgewiesen, dass es sich bei ¢, um einen Homomor-
phismus von Gruppen handelt, insgesamt um einen Isomorphismus. m|

Beispielsweise gilt Gal(Q({s)|Q) = (Z/87Z)* = 7./27 x Z./27., wobei der letzte Isomorphismus aus dem Kapitel
der Zahlentheorie-Vorlesung iiber die primen Restklassengruppen (Z/nZ)* stammt. Wie wir bereits am Ende von
§ 7 verwendet haben, gibt es in Z /27 x 7./27. genau drei Untergruppen der Ordnung 2, die nach dem Hauptsatz
der Galoistheorie genau drei Zwischenkorpern M;, My, M5 von Q({3)|Q vom Grad [M; : Q] = 2 firi = 1,2,3
entsprechen. Durch Potenzieren iiberpriift man, dass {3 = 1/% + 1/% eine primitive achte Einheitswurzel ist. Damit
kann man leicht zeigen, dass die drei gesuchten Zwischenkorper durch Q(+/2), Q(v—1) und Q(+/—2) gegeben sind.

Spater werden wir eine Verallgemeinerung dieses Satzes von @ auf beliebige Grundkorper K der Charakteristik O
benétigen. Uber einem solchen Koérper werden die n-ten Kreisteilungspolynome durch dieselbe Rekursionsformel wie
iiber QQ definiert, und genau wie dort zeigt man, dass die Nullstellen des n-ten Kreisteilungspolynoms &, € K[x] genau
die primitiven n-ten Einheitswurzeln in einem beliebigen algebraischen Abschluss von K sind. Der Hauptunterschied
zZu Satzkommt dadurch zu Stande, dass nicht mehr erwartet werden kann, dass ®, in K[x] irreduzibel ist. Dies
ist zum Beispiel im Fall K = C offensichtlich, denn iiber diesem Korper zerfillt ®,, in Linearfaktoren.
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Satz 17.4 Sein € IN mitn > 2, K ein Korper der Charakteristik 0, L|K eine Korpererweiterung
und {,, € L eine primitive n-te Einheitswurzel, also ein Element in L™ der Ordnung n. Dann ist
K(Z,)IK eine Galois-Erweiterung, und die Galoisgruppe G = Gal(K({,)|K) ist isomorph zu einer
Untergruppe von (Z/nZ.)*.

Beweis: Wie bereits oben erwéhnt, sind die verschiedenen Nullstellen von ®,, genau die primitiven n-ten Einheits-
wurzeln in einem algebraischen Abschluss von L. Dies sind genau die Elemente der Form ¢7 mit 0 < a < n und
ggT(a,n) = 1. Dies zeigt, dass K({,,) der Zerfallungskorper von &, iiber K, die Erweiterung K({,)|K also normal ist.
Wegen char(K) = 0 ist die Erweiterung auch separabel, insgesamt also eine Galois-Erweiterung.

Jedes o € G bildet ¢, auf eine Nullstelle von &,, also ein Element der Form ' mit 0 < a < n und ggT(a,n) = 1,
ab. Dieses a € Z ist durch o eindeutig festgelegt; wir definieren eine Abbildung v, : G — (Z/nZ)*, indem wir
Y ,(0) = a + nZ setzen. Diese Zuordnung 1, ist injektiv, denn werden zwei Elemente o, T auf dieselbe Restklasse
abgebildet, dann folgt daraus o(¢,) = 7({,,) und damit o = 7, denn jedes Element aus G ist durch das Bild von ¢,
eindeutig festgelegt. Bezeichnen wir fiir jedes a € Z mit a + nZ € 1,(G) jeweils das eindeutig bestimmte Urbild mit
o4, dann gilt (o ,00,)(¢,) = Cflb firallea, b € Z mita+nZ, b+nZ € v ,(G); dies rechnet man wie im Beweis von Satz
[17.3]nach. Dies zeigt, dass auch ab + nZ in v ,(G) enthalten ist, und dass (0,0 0,) = ab+nZ =y, (c )P, (0})
gilt. Dies zeigt insgesamt, dass durch 1), ein Isomorphismus zwischen G und der Untergruppe v ,(G) von (Z/nZ.)*
gegeben ist. |
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§ 18. Reine Gleichungen und zyklische Erweiterungen

Zusammenfassung. Wir zeigen, dass unter geeigneten Voraussetzungen an den Grundkorper K eine Galois-
Erweiterung L|K genau dann eine zyklische Galoisgruppe hat, wenn L durch Adjunktion einer n-ten Wurzel
eines Elements aus K entsteht.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze
- n-te Wurzel eines Korperelements — Dedekindsches Lemma (zur linearen Un-
abhéngigkeit von Halbgruppen-Homomor-

— Verwendung der Notation y/a phismen)

— Definition reine Gleichungen iiber einem Korper K _ Die zyklischen Galoisgruppen sind genau die

— Lagrange-Resolvente (eines Korperelements beziig- Galoisgruppen reiner Gleichungen (wenn K
lich eines Elements der Galoisgruppe) geniigend viele n-te Einheitswurzeln enthalt).

Definition 18.1 Sei K ein Korper, a € K und n € IN. Ein Element a € K wird eine n-te Wurzel
von a genannt, falls @ = a gilt. Im Fall n = 2 spricht man von Quadrat-, im Fall n = 3 von
Kubikwurzeln.

Ein Element « ist also genau dann n-te Wurzel von a, wenn es die Gleichung x" — a = 0 16st. Eine solche Gleichung
wird als reine Gleichung bezeichnet.

An dieser Stelle sind ein paar Anmerkungen zur Verwendung des Wurzelzeichens angebracht. Auch in der Algebra
wird eine n-Wurzel eines Elements a € K héufig mit dem Ausdruck i/a bezeichnet. Allerdings darf man dabei nicht
vergessen, dass die Gleichung x™ = a in einem Korper K sowohl keine als auch mehrere Losungen haben kann.
Nach unserer Definition wiren im Korper K = @ beispielsweise +3 beides Quadratwurzeln der Zahl 9, wéahrend 7 in
Q keine Quadratwurzel besitzt. Will man die Bezeichnung +/9 verwenden, muss man willkiirlich festlegen, welche
Losung der Gleichung x? = 9 in ) damit gemeint sein soll.

In vielen Korpern gibt es eine mehr oder weniger ,kanonische” Definition der Wurzelsymbole. Solange K einen
Teilkdrper von R bezeichnet, legt man beispielsweise fest, dass fiir ein positives Element a € K und beliebiges n €
IN das Element 4/a die eindeutig bestimmte positive reelle Losung der Gleichung x™ = a bezeichnet. (Diese muss
natiirlich nicht im Korper K enthalten sein.) Ist n ungerade und a negativ, dann bezeichnet {/a ebenfalls die eindeutig
bestimmte reelle Losung von x" = a. Diese ist dann zwangsliufig negativ; beispielsweise ist ¥/—8 = —2. AuRerdem
setzt man +/0 = O fiir alle n € IN.

Ist K ein Teilkorper von C, dann kann sich mit der Polarkoordinaten-Darstellung behelfen. Zur Erinnerung: Das
Argument arg(z) von z € C* ist die eindeutig bestimmte reelle Zahl ¢ € ]—mn, ] mit der Eigenschaft, dass die
Gleichung

z = [zl = |z](cos(yp)+isin(yp))
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erfiillt ist. Man definiert dann ¥z = 4/]z]e@®)/" und setzt wiederum 40 = 0. Zu beachten ist dabei aber, dass diese
Definition nur auf R* mit der zuvor gegebenen iibereinstimmt, wihrend fiir ungerades n und negative reelle Zahlen
die beiden Definitionen voneinander abweichen.

Wendet man beispielsweise die reelle dritte Wurzelfunktion auf —8 an, so erhilt man (wie oben festgestellt) den Wert
—2. Die Anwendung der komplexen dritten Wurzelfunktion dagegen liefert den nicht-reellen Wert 2¢(™/3, denn die
Polarkoordinaten-Darstellung von —8 ist gegeben durch —8 = 8¢™. Dariiber hinaus war bereits in der Zahlentheorie-
Vorlesung darauf hingewiesen worden, dass die Gleichung +/zw = 4/z4/w fiir z,w € C im allgemeinen nicht mehr

erfiillt ist. Beispielsweise gilt v—3+/—5 = (i+/3)(iv/5) = —+/15 < 0, aber /(—3)(-=5) = +/15 > 0.

Man merkt an diesen Beispielen, dass die Festlegung von n-ten Wurzeln immer mit einer gewissen Willkiir behaftet
ist, die sich in diversen , Schonheitsfehlern* duf3ert. Bei den komplexen Zahlen besteht diese Willkiir darin, dass das
Argument einer komplexen Zahl auf das Intervall ]—m, 7] festgelegt wurde. Wiirde man zum Beispiel statt dessen
definieren, dass das Argument stets im Intervall [0, 27[ liegen soll, was auf Grund der Gleichung e'? = !(¥+27) fiir
alle ¢ € R ohne Weiteres moglich wire, dann wiirde die Gleichung ¥z = 4/|z|e”" zu einer anderen Definition
der n-ten Wurzel fithren.

Vollends unmoglich wird die Festlegung einer ,kanonischen“ n-ten Wurzelfunktion auf den endlichen Kérpern. Be-
trachten wir beispielsweise den Kérper I, = {0, 1, ..., 6} bestehend aus sieben Elementen. Die Gleichungen

0°=0 , 1*=1, 2°=4 , 3*=2 , #=2 , 5?=4 , 6=1

zeigen, dass nur die Elemente 0, 1,2 und 4 Quadratwurzeln besitzen. Man kénnte nun beispielsweise auf der Teil-
menge {0, 1,2,4} von IF, eine Quadratwurzelfunktion durch V0 =0,v1=1, V2 =3und V4 = 2 definieren.
Weil aber jedes der Elemente 1, 2,4 zwei verschiedene Quadratwurzeln besitzt, ist dies nur eine von insgesamt acht
Moglichkeiten zur Festlegung der Funktion /~ : F, — IF..

Andererseits ist die Verwendung des Wurzelzeichens so bequem und eingingig, dass wir im weiteren Verlauf nicht
vollstédndig darauf verzichten wollen. Deshalb legen wir folgendes fest: Sei K ein beliebiger Korper, n € IN und Rf,?) €K
die Teilmenge aller a € K mit der Eigenschaft, dass die Gleichung x™ = a in K eine Losung besitzt; ist K algebraisch
abgeschlossen, dann gilt natiirlich RE:) = K. Dann bezeichnet /- : RE?) — K stets eine Funktion mit der Eigenschaft
(Va)* =afirallea € R%), mit anderen Worten, fiir jedes a € Rgg) ist i/a eine n-te Wurzel von a. Die beiden oben
angebenen Festlegungen fiir die Kérper K = R bzw. K = C sind konkrete Beispiele fiir solche Wurzelfunktionen.
Dabei ist Rg) = R fiir ungerades und Rgg) =R} = R*" U {0} fiir gerades n € IN. Im Fall K = I ist Rg) =1{0,1,2,4},
und die dort angegebene Abbildung /- : Rngj — I, ist ein Beispiel fiir eine zweite Wurzelfunktion. Man beachte, dass
im Allgemeinen weder v'ab = {/a - Vb noch ¥a" = a fiir a, b € K gelten muss. Zumindest aber ist nach Definition
J/a = a fiir alle a € K erfiillt.

Wir untersuchen nun die Galoisgruppen von Erweiterungen, die durch Adjunktion von einer n-ten Wurzel zu Stan-
de kommen. Dazu fithren wir die folgende Sprechweise ein: Wir sagen, ein Kérper K enthilt eine primitive n-te
Einheitswurzel, wenn in der multiplikativen Gruppe K™ ein Element { der Ordnung n existiert.
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Satz 18.2 Sein € IN mitn > 2 und K ein Kérper mit char(K) { n, was char(K) = 0 einschliel3t.
Wir setzen voraus, dass K eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthalt. Weiter sei a € K*, L ein
Erweiterungskorper von K und a € L eine n-te Wurzel von a.

(i) Die Erweiterung K(a)|K ist eine Galois-Erweiterung.

(ii) Sei G die Galoisgruppe von K(a)|K. Dann gibt es einen Teiler d von n mit der Eigenschaft,
dass G isomorph zu Z/dZ. ist.

(iii) Es gilt G = Z/nZ genau dann, wenn das Polynom f = x" —a in K[x] irreduzibel ist.

Beweis: zu (i) Das Element a ist Nullstelle von f = x™ —a € K[x], denn es gilt f(a) = a" —a = a—a = 0. Wegen
f'=nx""'und n+#0inK gilt ggT(f,f’) = 1. Nach Proposition zeigt dies, dass f in jeder Erweiterung von K
nur einfache Nullstellen besitzt. Das Minimalpolynom g = ug , ist nach Satz ein Teiler von f und besitzt somit
ebenfalls nur einfache Nullstellen in jeder Erweiterung von K. Also ist a separabel iiber K. In den Ubungen wurde
gezeigt, dass die iiber K separablen Elemente einen Teilkorper von L bilden. Der kleinste Teilkérper von L, der das
separable Element a enthélt, ist K(a). Dies zeigt, dass K(a)|K separabel ist.

Um zu zeigen, dass K(a)|K auch normal ist, weisen wir nach, dass K(a) der Zerfallungskorper von f {iber K ist.
Wegen ord({) = n in K* und a # 0 sind durch a; = ¢Ja mit 0 < j < n—1 genau n verschiedene Elemente von K(a)
gegeben. Wegen f(a;) = ({’a)"—a = (") a"—a =1’-a—a = 0 sind dies alles Nullstellen von f. Wegen grad(f) =n
zerféllt f {iber K(a) also in Linearfaktoren. Andererseits wird K(a)|K iiber K von den Elementen a,, ..., a,_; erzeugt,
da die Erweiterung bereits von a, = a erzeugt wird. Also ist K(a) tatsdchlich der Zerfallungskérper von f iiber K.

zu (ii) Jedes Element o € G ist ein K-Homomorphismus K(a) — K(a) und bildet somit nach Satz Nullstellen
von f auf Nullstellen von f ab. Somit gibt es fiir jedes o € G ein eindeutig bestimmtes j € {0, ...,n—1} mit o(a) = a;.
Weil jeder K-Homomorphismus auf K(a) nach Satz[12.1|durch das Bild von a eindeutig festgelegt ist, gibt es fiir jedes
Jj hochstens ein Element ¢; € G mit 0;(a) = a;. Aus o(a) = a; folgt also o = o; fiir dieses j.

Wir definieren nun eine Abbildung ¢ : G — Z/nZ, indem wir jedem o ; € G die Restklasse j + nZ zuordnen. Diese
Abbildung ist dann offenbar injektiv. Auferdem handelt es sich um einen Homomorphismus von Gruppen. Zum
Nachweis seien j,k € {0,...,n — 1} vorgegeben, und { € Z die eindeutig bestimmte Zahl mit 0 < £ < n—1 und
j+k={ mod n. Wegen ord({) =n gilt

(0j00)(@) = ojo@) = ofa) = o;(Moye) = Coj@) =
(da = (Ya = o = q

alsogjooy =0, und ¢(0j00;) =¢p(o)) =L+nZ = (j+k)+nZ=(j+nZ)+ (k+nZ)=¢(c;)+ ¢(o}). Weil
¢ injektiv ist, ist G isomorph zur Untergruppe ¢ (G) von Z/nZ. Als Untergruppe einer endlichen zyklischen Gruppe
ist auch ¢ (G) endlich und zyklisch, also isomorph zu Z/dZ fiir ein d € IN. Nach dem Satz von Lagrange muss d ein
Teiler von n sein. Mit ¢(G) ist auch G isomorph zu Z/dZ.

zu (ili) Sei g das Minimalpolynom von a iiber K. Wegen f (a) = 0 ist g ein Teiler von f. Da K(a)|K eine Galois-
Erweiterung ist, gilt d = |G| = [K(a) : K] = grad(g). Ist nun f iber K irreduzibel, dann gilt f = g und somit
d = grad(g) = grad(f) = n, also G = Z/nZ. Setzen wir umgekehrt G = Z/nZ voraus, dann folgt grad(g) = d =
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|G| = n = grad(f). Wegen g | f, und weil g und f beide normiert sind, folgt daraus f = g. Mit g ist also auch f
irreduzibel iiber K. |

Wir zeigen nun, dass umgekehrt jede zyklische Galois-Erweiterung L|K durch Adjunktion einer n-ten Wurzel zu
Stande kommt, vorausgesetzt, der Grundkorper K enthélt eine primitive n-te Einheitswurzel. Dazu benétigen wir als
Voraussetzung das sog. Dedekindsche Lemma. Es besagt, dass fiir eine Halbgruppe H und einen Korper K eine be-
liebige endliche Menge von Halbgruppen-Homomorphismen H — K™ im K-Vektorraum Abb(H, K) der Abbildungen
H — K linear unabhéngig ist.

Satz 18.3 (Dedekindsches Lemma)

Sei H eine Halbgruppe und K ein Korper. Dann ist jede endliche Menge von Halbgruppen-
Homomorphismen H — K* im K-Vektorraum Abb(H,K) der Abbildungen H — K linear un-
abhingig.

Beweis: Wir zeigen durch vollstdndige Induktion iiber n: Sind 74, ..., T,, verschiedene Halbgruppen-Homomorphismen
H — K*, dann sind diesen in Abb(H, K) linear unabhéngig. Zum Beweis des Induktionsanfangs sei 7, ein solcher
Homomorphismus und ¢; € K mit ¢;7; = 0. Ist a € H beliebig gew#hlt, dann gilt einerseits 7,(a) # 0, andererseits
aber ¢;7,(a) = 0. Daraus folgt ¢c; = 0, wodurch die lineare Unabhéngigkeit bewiesen ist.

Fiir den Induktionsschritt sei n € N seien n + 1 verschiedene Halbgruppen-Homomorphismen 7, ..., T, : H = K*
vorgegeben. Seien ¢y, ...,y € K mit ZZ; kT = 0. Wegen T, # 7,4, gibt es ein a € H mit 7,(a) # 7,,,(a). Fir
alle b € H folgt dann

n+1 n+1 n+1 n+1

Dla(t@—m@)md) = D glr@-71@)®d) = D qr@)Ti(b)— Y ti(@)Ti(b)
k=2 k=1 k=1 k=1
n+1 n+1
= chrk(ab)—rl(a)chTk(b) = 0—74(a)-0 = 0.
k=1 k=1

Es gilt also ZZ; ce(ti(a) — 71(a))T, = 0, und weil die Menge {7, ..., T,41} nach Induktionsvoraussetzung linear
unabhéngig ist, folgt ¢, (T, (a)—7,(a)) =0 fir 2 < k < n+1. Wegen 7,,,1(a)—7,(a) # 0 folgt weiter c,,; = 0. Setzen
wir dies in die Gleichung zu Beginn des Induktionsschritts ein, so erhalten wir ZZ=1 cx T = 0. Daraus wiederum folgt
g =0fir1<k<n. |

Definition 18.4 Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung mit einer zyklischen Galoisgruppe
G der Ordnung n, wobei K ein primtive n-te Einheitswurzel ¢ enthilt. Sei o € G ein Element
mit G = (o). Dann nennt man fiir beliebiges a € L das Element

¥o,a) = a+lo(@)+o*(@)+..+" 0" N (a)

die Lagrangesche Resolvente von a beziiglich o.
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Nun kénnen wir eine Umkehrung von Satz formulieren und beweisen.

Satz 18.5 Sein € NN, K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel { enthalt, und L|K
eine Galois-Erweiterung vom Grad n mit zyklischer Galoisgruppe G. Dann gibt es ein Element
¥ € L mit L =K(¥) und 9" €K.

Beweis: Sei o € G ein Element mit G = (o). Auf Grund von Satz gibt es ein a € L mit der Eigenschaft, dass
% = (o, a) ungleich null ist. Denn ansonsten wére die Abbildung L* — L gegeben durch Zz;é {ko* = 0 konstant
null, die Elemente o mit 0 < k < n aufgefasst als Halbgruppen-Homomorphismen L* — L* im L-Vektorraum
Abb(L*, L) also linear abhéngig. Es gilt nun K() € L und

n—1 n—1 n—1
O'(??) — o (Z Ckak(a)) — Z gko_k+l(a) — C_l (Z §k+1ak+1(a)) —

k=0 k=0 k=0
n n—1

c-l(chak(a)) = c—l(Zc"o"(a)) = e,
k=1 k=0

wobei wir im vorletzten Schritt verwendet haben, dass {"c"(a) = {°c(a) gilt. Setzen wir a = 9", dann gilt o(a) =
o() = o()" = ()" = {"9" = 1-a = a. Dies zeigt, dass a in L) = LS = K liegt. Somit ist ¢ eine Nullstelle des
Polynoms f = x"—a € K[x].

Sei nun g = uy 5 das Minimalpolynom von ¥ {iber K. Wegen f () = 0 ist g ein Teiler von f. Andererseits sind mit ¥
auch die n — 1 weiteren Elemente { ¢ = o*(#) Nullstellen von g, denn nach Satz ist das Bild einer Nullstelle
von g € K[x] unter dem K-Homomorphisus o* jeweils ebenfalls eine Nullstelle von g. Dies zeigt, dass der Grad von
g mindestens so grofs wie der Grad von f ist, woraus g = f folgt. Damit gilt [K(®}) : K] = grad(f) =n =[L : K].
Aus K(%) C L und [K(®) : K] =[L : K] folgt L = K(%). O
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§19. Auflosbarkeit von Polynomgleichungen durch Radikale

Zusammenfassung. Eine der populérsten klassischen Anwendung der Galoistheorie ist der Beweis der Nicht-
Auflosbarkeit allgemeiner Polynomgleichungen fiinften und hoheren Grades. Dies kann zuriickgefithrt werden
auf einen zentralen Satz, der die Frage nach der Aufl6sbarkeit einer beliebigen Polynomgleichung auf eine
Eigenschaft der Galoisgruppe zuriickzufiihrt, ndmlich die Aufl6sbarkeit dieser Gruppe im Sinne von § 7. Im
vorliegenden Kapitel soll dieser Satz bewiesen werden.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Radikalerweiterung — Jede galois’sche Radikalerweiterungen besitzt

i flésbare Galoi .
— Auflosbarkeit eines Polynoms durch Radikale eine atiosbate Lalolsgippe

— Ein Polynom f ist genau dann durch Radikale
auflosbar, wenn seine Galoisgruppe Gal(f|K)
auflosbar ist.

In gesamten Abschnitt betrachten wir der Einfachheit halber nur Kérper der Charakteristik 0.

Definition 19.1 Eine Radikalerweiterung ist eine endliche Koérpererweiterung L|K mit fol-
genden Eigenschaften: Es gibt ein r € IN), eine Kette von Zwischenkorpern

K = L, € L, € .. € L = L

natiirliche Zahlen n, ..., n, und fiir 1 < i < r Elemente y; € L;, so dass jeweils L; = L;_;(y;) und
n; co .
y;' € L erfiillt ist.

Die intuitive Vorstellung hinter dieser Definition besteht darin, dass die Elemente in einer Radikalerweiterung durch
,beliebig tief verschachtelte Wurzelausdriicke“ dargestellt werden kdnnen. Ein typisches Element in einer Radikaler-

weiterung von Q) ist beispielsweise
3
a = VV2+V5+V7.

Definieren wir namlich die Elemente y; = v/5, v, = v/7, v3 = V2+ V5 und v, = a, und setzen wir K = L, = Q,
L; = Q(y1,..,1;) fiir 1 < i < 4 sowie L = L,, dann ist L|K eine Radikalerweiterung, die das Element a enthilt.
Tatséchlich gilt nach Definition L; = L;_;(y;) fir 1 <i <4 und auRerdemy? =5€ Ly, y2=7€ L, y2=2++/5€ L,
und y;=a’®=y;+7, € L;.

Man beachte, dass insbesondere jede Erweiterung, die durch Adjunktion von endlich vielen Einheitswurzeln zu Stan-
de kommt, eine Radikalerweiterung ist. Elemente, die in einer Radikalerweiterung L|K enthalten sind, werden auch
aus Radikale tiber K bezeichnet.
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Definition 19.2 Man sagt, ein nicht-konstantes Polynom f € K[x] ist durch Radikale auf-
losbar, wenn eine Radikalerweiterung L|K existiert, so dass f iiber L in Linearfaktoren zerfllt.

Intuitiv ist ein nicht-konstantes Polynom also genau dann durch Radikale auflosbar, wenn all seine Nullstellen durch
verschachtelte Wurzeln darstellbar sind. Das Hauptziel dieses Kapitels ist der Nachweis, dass diese Eigenschaft an der
Galoisgruppe Gal(f |K) des Polynoms abgelesen werden kann. Auf Grund der Generalvoraussetzung dieses Kapitels,
dass wir nur Korper der Charakteristik O betrachten, ist fiir einen Zerfallungskorper L von f iiber K die Erweiterung
stets eine Galois-Erweiterung, siehe Satz|15.3|und Satz|[15.9

Satz 19.3 Sei f € K[x] ein nicht-konstantes Polynom mit auflésbarer Galoisgruppe G =
Gal(f|K). Dann ist f durch Radikale auflosbar.

Beweis: Sei L ein Zerféallungskorper von f liber K, so dass G = Gal(L|K) gilt. Auf Grund der Auflésbarkeit von G
existiert nach Satz[7.14]eine Kette G = Uy 2 U; 2 ... 2 U, = {id; } mit U; < U;_; und der Eigenschaft, dass U;_,/U;
zyklisch ist, fiir 1 < i < r. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie entspricht diese Untergruppenkette einer Kette
K=1Ly,CL; €..CL, =L von Zwischenkérpern L; = LY. Weil die Zuordnungen U — LY und M — Gal(L|M)
zueinander invers sind, gilt Gal(L|L;) = U; fiir 0 < i < r. Nach Satz liefert die Einschrdnkungsabbildung
o = o/, jeweils einen Isomorphismus

Ui1/U; = Gal(L|L;_;)/Gal(LIL;) = Gal(L;|Li_y).

Dies zeigt, dass es sich bei Gruppen Gal(L;|L;_;) um endliche zyklische Gruppen handelt. Es ist nun naheliegend,
Satz auf diese Erweiterungen anzuwenden, aber leider ist das nicht méglich, weil wir nicht davon ausgehen
konnen, dass der Grundkorper L;_; jeweils die dazu notwendige Einheitswurzel enthélt.

Um diese Situation herbeizufiihren, definieren wir n; = |U;_;/U;| = [L; : L,_;] fir 1 < i < r und setzen n =
kgV(ny,...,n,). Es sei L ein algebraischer Abschluss von L und { € L eine primitive n-te Einheitswurzel. Wir definieren
nun L; = L;({) fiir 1 <i <r.Wegen L! = L; - L;_,({) und auf Grund des Verschiebungssatzes der Galoistheorie, Satz

16.13] existiert ein Isomorphismus
Gal(L/LL) = Gal(LiL;NLi1()).

Die Gruppe rechts ist eine Untergruppe von Gal(L;|L;_;) und somit zyklisch; ihre Ordnung m; ist nach dem Satz von
Lagrange ein Teiler von n; = |Gal(L;|L;_;)|. Also gilt dasselbe auch fiir Gal(L/|L;_,). Da eine geeignete Potenz von ¢
eine primitive m;-te Einheitswurzel ist und in L!_| liegt, kann Satznun angewendet werden. Demnach existiert
ein Element y; € L! und ein k; € IN, so dass L; = L!_, (y;) und yf" € L;_, erfiillt sind. Die Kérperkette

c .. ¢ L

K = LQ c L < L r

/ /
0 1

zeigt nun, dass L!|K eine Radikalerweiterung ist. Wegen L = L, C L’ zerfillt f tiber L] in Linearfaktoren. Also ist f

durch Radikale auflosbar. O

Der Beweis der Umkehrung ist ein wenig aufwéndiger. Hier benétigen wir zur Vorbereitung drei Hilfssitze.
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Lemma 19.4 Seien L,|K und L,|K zwei normale Erweiterungen desselben Korpers K. Dann
ist auch die Erweiterung L; N L,|K normal. Sind L, und L, in einem gemeinsamen Erweite-
rungskorper M enthalten, dann ist auch L, - L,|K eine normale Erweiterung, wobei L, - L, das
Kompositum von L; und L, in M bezeichnet.

Beweis: Um zu zeigen, dass L; N L,|K normal ist, geniigt es nach Satz die Gleichung Homy (L, N Ly, K) =
Autg(L; N L,) zu beweisen, wobei K einen algebraischen Abschluss von L; bezeichnet. Dabei ist die Inklusion ,,2“
offensichtlich; fiir den Nachweis der umgekehrten Inklusion sei o € Homy(L; N L,, K) vorgegeben. Weil L;|K und
L,|K algebraisch und K algebraisch abgeschlossen ist, existieren nach Satz Fortsetzungen o, und o, von o
auf L, bzw. L,. Weil L|K und L,|K normal sind, gilt o,(L;) € L, und o,(Ly) € L,. Ist nun a € L; N L,, dann gilt
o(a)=o0,(a) € L, und o(a) = o,(a) € Ly, also o(L; N L,) € L; N L, und damit o € Autg(L; N L,).

Fiir den Beweis der zweiten Aussage zeigen wir Homy (L;-L,, K) = Autg(L;-L,), wobei K diesmal einen algebraischen
Abschluss von M bezeichnet. Wieder geniigt es, die Inklusion ,,C“ zu iiberpriifen. Sei also o € Homy(L; - L, K)
vorgegeben. Dann gilt o, € Homy (L;,K) fiir i = 1,2. Weil L;|K jeweils normal ist, folgt o(L;) C L, fiir i = 1, 2. Der
Korper Ly - L, enthélt also o(L;) und o(L,). Aus 0 *(L; - Ly) 2 Ly und 0~ (L; - Ly) 2 L, folgt 0™ (Ly - Ly) 2 Ly - Ly
und damit (L, - L,) € L - L,. Damit ist 0 € Autg(L; - L,) nachgewiesen. m|

Proposition 19.5

(i) Sei L|K eine Radikalerweiterung, K ein algebraischer Abschluss von K und o : L — K ein
K-Homomorphismus. Dann ist auch o(L)|K eine Radikalerweiterung.

(i) Ein Kompositum zweier Radikalerweiterungen ist eine Radikalerweiterung.

(iii) Ist L|K eine Radikalerweiterung, so gibt es einen Erweiterungskérper M von L mit der
Eigenschaft, das M|K eine Galois-Erweiterung und zugleich eine Radikalerweiterung ist.

Beweis: zu (i) Nach Voraussetzung gibt es ein r € IN, eine Kette K =L, € L, € ... € L, = L von Zwischenkorpern,
Zahlen n; € N und Elemente y; € L; mit L; = L;_;(y;) und y?" € L;_; fir 1 <i < r. Durch Anwendung von o
erhalten wir eine Korperkette K = 0(Ly) € 0(Ly) € ... € 0(L,) = o(L). Aulerdem gilt o(L;) = o(L;_;)(o(y;)) und
o(y;))" € o(L;_,) fiir 1 <i <r. Dies zeigt, dass o(L)|K eine Radikalerweiterung ist.

zu (ii) Seien L|K und M|K zwei Radikalerweiterungen, wobei L und M in einem gemeinsamen Erweiterungskorper
K enthalten sind. Dann existieren r,s € Ny, Ketten K =Ly CL; C...CL,=Lund K =M, C M; C...C M, = M von
Zwischenkorpern, Zahlen m;,n; € IN und Elemente y; € L;, §; € M; mit L; = L;_;(y;) und ani el fir1<i<r
und M; = M;_(6;) sowie §;" € M;_; fiir 1 <i <s. Setzen wir M/ = L - M, fiir 0 < i <5, dann erhalten wir eine Kette

CM/C..CM =L-M.

/
1 ="

K=LyCL, C..CL =L=M,
Dabei gilt jeweils M/ = L-M; = L-M; ,(6;) = M/ ,(6;) und ;" € M/ ,. Damit ist nachgewiesen, dass es sich bei
L - M|K um eine Radikalerweiterung handelt.

zu (iii) SeiK ein algebraischer Abschluss von L. Nach dem Satz vom primitiven Element gilt L = K(a) fiir ein a € L.
Sei f = ug , das Minimalpolynom von a iiber K, und seien a; = a, ..., a, die verschiedenen Nullstellen von f in K.
Setzen wir M = K(a, ..., a,), dann ist M Zerféallungskorper von f iiber K und M|K somit eine Galois-Erweiterung;
es sei daran erinnert, dass auf Grund unserer Generalvoraussetzung char(K) = 0 jede algebraische Erweiterung auch
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separabel ist. Man iiberpriift leicht, dass M das Kompositum der Kérper K(a;) = L, K(a,), ..., K(a,) in K ist. Auf
Grund des Fortsetzungssatzes gibt es jeweils einen K-Isomorphismus o; : L — K(a;) mit o;(a) = a;. Aus Teil
(i) folgt nun, dass mit L|K auch K(a;)|K eine Radikalerweiterung ist, und nach Teil (ii) ist damit auch M|K eine
Radikalerweiterung. |

Proposition 19.6 Ist L|K eine galoissche Radikalerweiterung, dann ist G = Gal(L|K) eine
auflosbare Gruppe.

Beweis: Weil L|K eine Radikalerweiterung ist, gibt es ein r € IN,, eine Kette K = L, € L; € ... € L, = L von
Zwischenkorpern, natiirliche Zahlen ny, ..., n, und Elemente v; € L;, so dass L; = L;_;(y;) und y?" el firl<i<r
erfiillt ist. Es sei n = kgV(ny, ...,n,) und L ein algebraischer Abschluss von L. Weiter sei { € L eine primitive n-te
Einheitswurzel und L! = L;({) fiir 0 < i < r; aulerdem setzen wir K’ = K({) = Ly und L’ = L({) = L/. Nach
Satz ist K({)|K eine Galois-Erweiterung, ebenso L|K. Wegen L’ = L - K’ = L - K({) und Lemma ist auch
L’|K eine Galois-Erweiterung, und damit auch die Erweiterung L’|K’ ; dabei ist zu beachten, dass auf Grund unserer
Generalvoraussetzung char(K) = 0 alle algebraischen Erweiterungen automatisch separabel sind. Aus demselben

Grund ist auch L{|L;_, jeweils eine Galois-Erweiterung.

Wir zeigen nun, dass die Galoisgruppe Gal(L’|K’) auflésbar ist. Fiir 1 < i < r gilt jeweils L] = L/_,(y;) und v}* €
Liy
18.2| anwenden und erhalten als Resultat, dass L{|L; , fiir 1 < i < r jeweils eine endliche Galois-Erweiterung mit

auferdem ist eine geeignete Potenz von { eine primitive n;-te Einheitswurzel in L ;. Wir konnen jetzt Satz

zyklischer Galoisgruppe ist. Sei nun U; = Gal(L’|L}) fiir 0 < i < r. Diese Untergruppen von Gal(L’|K") bilden eine
Kette Gal(L'|K') = Uy 2 U; 2 ... 2 U, = {id;,}. Weil die Erweiterung L{|L!_, normal ist, handelt es sich bei U;
jeweils um einen Normalteiler von U;_;, und nach Satz induziert die Einschrédnkungsabbildung o — U|L; einen
Isomorphismus

U_,/U; = Gal(L'|L]_))/Gal(L’|L])) = Gal(L{|L;_,).

Mit Gal(L|L; ,) sind also auch die Faktorgruppen U;_;/U; endlich und zyklisch. Wegen Satz ist die Gruppe
Gal(L’|K’) also tatsdchlich auflésbar.

Auf Grund des Verschiebungssatzes der Galoistheorie und wegen L’ = L({) = L - K’ gilt Gal(L'|K’) = Gal(L|L nK’).
Also ist auch Gal(L|L N K’) eine auflésbare Gruppe. Mit L|K und K’|K ist nach Lemma auch L N K’|K eine
Galois-Erweiterung. Die Galoisgruppe K'|K ist nach Satz[17.4]abelsch (denn jede zu eine Untergruppe von (Z/nZ)*
isomorphe Gruppe ist abelsch), also insbesondere auflosbar. Wegen Gal(L N K’|K) = Gal(K'|K)/Gal(K’|L N K’) ist
Gal(L N K’|K) isomorph zu einer Faktorgruppe von Gal(K’|K), also ebenfalls auflésbar. Aus der Auflosbarkeit von
Gal(L|L NK") und der Auflésbarkeit von Gal(L|K)/Gal(L|L NK’) = Gal(L N K’|K) folgt mit Satz schlieflich die
Auflosbarkeit von Gal(L|K). a

Satz 19.7 Sei f € K[x] ein nicht-konstantes, durch Radikale auflésbares Polynom. Dann ist
Gal(f|K) eine auflosbare Gruppe.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine Radikalerweiterung L|K mit der Eigenschaft, dass f tiber L in Linearfaktoren
zerféllt, und wegen Proposition (iii) diirfen wir annehmen, dass L|K eine Galois-Erweiterung ist. Setzen wir L, =
K(aq,...,a,), wobei a4, ..., a, die verschiedenen Nullstellen von f in L bezeichnen, dann ist Gal(f|K) isomorph zu
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Gal(L,|K). Nach Satz ist die Gruppe Gal(L|K) auflésbar. Wegen Gal(L|K)/Gal(L|L;) = Gal(L,|K) sind Gal(L,|K)
und Gal(f |K) isomorph zu einer Faktorgruppe von Gal(L|K). Nach Satz ist somit auch Gal(f |K) auflésbar. O

Ingesamt ist ein nicht-konstantes Polynom f € K[x] also genau dann durch Radikale auflésbar, wenn die Gruppe
Gal(f|K) auflosbar ist.

Folgerung 19.8 Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und f € K[x] ein nicht-konstantes
Polynom.

@) Ist f vom Grad < 4, dann ist f durch Radikale auflésbar.

(i) Ist Gal(f|K) isomorph zu A, oder S, mit n > 5, dann ist f nicht durch Radikale auflosbar.

Beweis: zu (i) Nach Satz ist Gal(f|K) isomorph zu einer Untergruppe von S,,, wobei m die Anzahl der
verschiedenen Nullstellen von f in einem Zerfallungskoérper L von f iiber K bezeichnet. Setzen wir n = grad(f),
dann ist Gal(f |K) auch isomorph zu einer Untergruppe von S, (weil S,, isomorph zu einer Untergruppe von S,, ist).
Die symmetrische Gruppe S,, ist fiir n < 4 auflosbar. Aus Satz folgt somit, dass auch Gal(f|K) eine auflgsbare
Gruppe ist. Auf Grund von Satz ist f also durch Radikale auflgsbar.

zu (ii) Die Gruppen A, und S, sind fiir n > 5 nicht auflsbar, also gilt dasselbe fiir Gal(f |K). Aus Satz folgt
damit, dass f nicht durch Radikale auflésbar ist. m|

Man kann zeigen, dass ,,die meisten“ Polynome f € K[x] vom Grad n mit eine zu S,, isomorphe Galois-Gruppe besit-
zen (eine Aussage, die natiirlich prazisiert werden muss). Dies bedeutet, dass ,,die meisten“ Polynome vom Grad > 5
nicht durch Radikale auflosbar sind. Daraus folgt insbesondere, dass es fiir Polynomgleichungen dieser Grade keine
Losungsformel (dhnlich der p-q-Formel fiir quadratische Gleichungen) geben kann, die nur aus Wurzelausdriicken
besteht. Es ist auch nicht schwer zu zeigen, dass fiir jedes irreduzible Polynom f € K[x] vom Grad 5 mit genau drei
reellen Nullstellen jeweils Gal(f |K) = Ss gilt. Zum Beispiel x> — 4x + 2 € Q[x] ein solches Polynom. Folglich lassen
sich die Nullstellen dieses Polynoms (weder die reellen noch die beiden nicht-reellen) durch einen verschachtelten
Wurzelausdruck darstellen.
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