
MATHEMATISCHES INSTITUT SS 2007
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1. Rechnung zu Teil a):∫
γ

zn dz = (b− a)

∫ 1

0

(a + (b− a)t)n dt

= (b− a)

[
1

(n + 1)(b− a)

(
a + (b− a)t

)n+1
]1

0

=
1

n + 1

(
bn+1 − an+1

)
.

b) Für m ∈ N ist∫
γ

zm dz =

∫ 2π

0

(reit)mireit dt = irm+1

∫ 2π

0

ei(m+1)t dt

= irm+1

(∫ 2π

0

cos((m + 1)t) dt + i

∫ 2π

0

sin((m + 1)t) dt

)
= 0,

und für m ∈ N1 bekommen wir∫
γ

z−m dz =

∫ 2π

0

(reit)−mireit dt = ir1−m

∫ 2π

0

ei(1−m)t dt

= ir1−m

(∫ 2π

0

cos((1−m)t) dt + i

∫ 2π

0

sin((1−m)t) dt

)
= ir1−m

(∫ 2π

0

cos((m− 1)t) dt− i

∫ 2π

0

sin((m− 1)t) dt

)
.

Also ist
∫

γ
z−1 dz = 2πi und

∫
γ
z−m dz = 0 für m ≥ 2. Es folgt für m ∈ Z∫

γ

zm dz =

{
2πi, m = −1,

0, m 6= −1.

Rechnung zu Teil c):∫
γ

|z| dz =

∫ 1

−1

|t| dt = 2

∫ 1

0

t dt = 1.



Rechnung zu Teil d):∫
γ

|z| dz = −i

∫ π

0

ei(π−t) dt = −i

∫ π

0

eit dt = −
[
eit

]π

0
= 2.

2. a) Die gesuchte Jacobi-Matrix lautet

Jf (x, y) =

(
−y sin(xy) −x sin(xy)

y cos(xy) x cos(xy)

)
.

b) Es sei L ∈ L(E) definiert durch L := Id. Dann gilt unter Benutzung

der Dreiecksungleichung, Aufgabe 3a) von Blatt 8 und der Reihe für die

Exponentialfunktion die Konvergenz

9f(0 + A)− f(0)− L(A)9
9A9

=
1

9A9
9

∞∑
n=2

An

n!
9 ≤ 1

9A9

∞∑
n=2

9A9n

n!

≤ 1

9A9

∞∑
n=0

9A9n+2

n!
= 9A 9 e9A9 → 0 für 9A9 → 0.

Also ist f in A = 0 total differenzierbar mit Df (0) = Id.

c) Nach Aufgabe 3a) von Blatt 8 ist Id− A für jedes A ∈ Ω invertierbar

mit

(Id− A)−1 =
∞∑

n=0

An.

Es sei L ∈ L(E) definiert durch L := Id. Es folgt unter Benutzung der

Dreiecksungleichung, Aufgabe 3a) von Blatt 8 und der geometrischen Rei-

he die Konvergenz

9f(0 + A)− f(0)− L(A)9
9A9

=
1

9A9
9

∞∑
n=2

An9 ≤ 1

9A9

∞∑
n=2

9A9n

≤ 1

9A9

∞∑
n=0

9A9n+2 = 9A 9
1

1− 9A9
→ 0 für 9A9 → 0.

Also ist f in A = 0 total differenzierbar mit Df (0) = Id.

d) Sei a ∈ C[0, 1] fest. Wir definieren die lineare Abbildung L = L(a) :



C[0, 1] → C[0, 1] durch L(h) := 2ah. Wir beachten, daß L stetig bei 0 ist,

denn

‖L(h)‖∞ = 2‖ah‖∞ ≤ 2‖a‖∞‖h‖∞ → 0 für h → 0.

Somit ist L ∈ L(C[0, 1]). Weiterhin gilt

‖f(a + h)− f(a)− L(h)‖∞
‖h‖∞

=
‖(a + h)2 − a2 − 2ah‖∞

‖h‖∞

=
‖h2‖∞
‖h‖∞

≤ ‖h‖∞ · ‖h‖∞
‖h‖∞

= ‖h‖∞ → 0 für h → 0.

Also ist f in a total differenzierbar mit Df (a) = L.

3. Wir vereinbaren die Notation

|α| := α1 + . . . + αn,

xα := xα1
1 · . . . · xαn

n

für α ∈ Nn und x ∈ Rn. Dann ist jedes Polynom p : Rn → R von der

Form

p(x) =
∑
|α|≤m

aα · xα, x ∈ Rn

für ein m ∈ N und reelle Zahlen aα ∈ R. Die partiellen Ableitungen

∂

∂xj

p(x) =
∑
|α|≤m

aα · αj · xα−ej , j = 1, . . . , n

wobei die ei wie gewohnt die Einheitsvektoren im Rn bezeichnen, sind

stetig und somit ist p total differenzierbar.

4. Es sei v = (v1, v2) ∈ R2 mit ‖v‖ 6= 0. Sofern v1 6= 0, folgt

∂

∂v
f(0, 0) = lim

h→0

f((0, 0) + hv)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(hv)

h

= lim
h→0

hv1(hv2)
2

h((hv1)2 + (hv2)4)
= lim

h→0

v1v
2
2

v2
1 + v4

2h
2

=
v1v

2
2

v2
1

.



Im Falle v1 = 0 ist v2 6= 0 (wegen ‖v‖ 6= 0) und wir erhalten

∂

∂v
f(0, 0) = lim

h→0

f((0, 0) + hv)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0.

Also existieren sämtliche Richtungsableitungen. f ist jedoch nicht stetig

in (0, 0), denn es gilt ( 1
n2 ,

1
n
) → (0, 0) für n →∞, aber die Folge

f( 1
n2 ,

1
n
) =

1
n2 ·

(
1
n

)2(
1
n2

)2
+

(
1
n

)4 =
1
n4

1
n4 + 1

n4

=
1

2

konvergiert nicht gegen f(0, 0) = 0. Somit ist f erst recht nicht total dif-

ferenzierbar.

5. a) Die partiellen Ableitungen

∂

∂x
f(x, y) = sin y,

∂

∂y
f(x, y) = x · cos y

sind stetig auf R2 und somit ist f total differenzierbar.

b) f ist nicht stetig in (0, 0), denn es gilt ( 1
n
, 1

n
) → (0, 0) für n →∞, aber

die Folge

f( 1
n
, 1

n
) =

1
n
· 1

n(
1
n

)2
+

(
1
n

)2 =
1
n2

1
n2 + 1

n2

=
1

2

konvergiert nicht gegen f(0, 0) = 0. Also ist f erst recht nicht total diffe-

renzierbar.

c) Wir zeigen zunächst, daß f stetig in (0, 0) ist. Es sei (xn, yn) eine Folge

in R2 mit (xn, yn) → (0, 0). Wegen f(0, y) = 0 für alle y ∈ R nehmen wir

ohne Einschränkung an, daß xn 6= 0 für alle n ∈ N. Es folgt

|f(xn, yn)− f(0, 0)| =
∣∣∣∣ x3

n

x2
n + y2

n

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣x3
n

x2
n

∣∣∣∣ = |xn| → 0.

Weiterhin ist f partiell differenzierbar mit

∂

∂x
f(0, 0) = lim

h→0

f((0, 0) + (h, 0))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(h, 0)

h
= lim

h→0

h3

h · h2
= 1,

∂

∂y
f(0, 0) = lim

h→0

f((0, 0) + (0, h))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(0, h)

h
= lim

h→0

0

h
= 0



und für (x, y) 6= (0, 0)

∂

∂x
f(x, y) =

x2(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
,

∂

∂y
f(x, y) = − 2x3y

(x2 + y2)2
.

Die partiellen Ableitungen sind jedoch nicht stetig, da ∂
∂x

f(0, 1
n
) = 0

für jedes n ∈ N, aber ∂
∂x

f(0, 0) = 1 ist. Damit ist die Frage, ob f total

differenzierbar ist, im Moment noch unbeantwortet. Wäre f in (0, 0) total

differenzierbar, müßte für die stetige lineare Abbilding L : R2 → R,

L(x, y) = 〈(x, y), (1, 0)〉 = x gelten:

lim
h→0

f((0, 0) + h)− f(0, 0)− L(h)

‖h‖
= 0.

Es ist jedoch für h = (h1, h2) 6= 0

f((0, 0) + h)− f(0, 0)− L(h)

‖h‖2

=
1√

h2
1 + h2

2

(
h3

1

h2
1 + h2

2

− h1

)
= − h1h

2
2

(h2
1 + h2

2)
3
2

,

wobei ‖ · ‖2 wie gewohnt die euklidische Norm im R2 bezeichnet. Speziell

für hn = ( 1
n
, 1

n
) folgt also

lim
n→∞

f((0, 0) + h)− f(0, 0)− L(h)

‖h‖2

= − lim
n→∞

(
1
n

)3(
2
(

1
n

)2
) 3

2

= − 1√
8
.

Also ist f nicht total differenzierbar.

d) Wir zeigen zunächst, daß f stetig in (0, 0) ist. Es sei (xn, yn) eine Folge

in R2 mit (xn, yn) → (0, 0). Wegen f(0, y) = 0 für alle y ∈ R, nehmen wir

ohne Einschränkung an, daß xn 6= 0 für alle n ∈ N. Es folgt

|f(xn, yn)− f(0, 0)| =

∣∣∣∣∣ x3
n√

x2
n + y2

n

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣x3

n

xn

∣∣∣∣ = |x2
n| → 0.

Weiterhin ist f partiell differenzierbar mit

∂

∂x
f(0, 0) = lim

h→0

f((0, 0) + (h, 0))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(h, 0)

h
= lim

h→0

h3

h · |h|
= 0,

∂

∂y
f(0, 0) = lim

h→0

f((0, 0) + (0, h))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(0, h)

h
= lim

h→0

0

h
= 0



und für (x, y) 6= (0, 0)

∂

∂x
f(x, y) =

x2(2x2 + 3y2)

(x2 + y2)
3
2

,
∂

∂y
f(x, y) = − x3y

(x2 + y2)
3
2

.

Die partiellen Ableitungen sind in allen Punkten (x, y) 6= (0, 0) stetig,

darum ist f auch in allen Punkten (x, y) 6= (0, 0) total differenzierbar. Wir

zeigen nun, daß f auch in (0, 0) total differenzierbar ist. Sei L : R2 → R
die stetige lineare Abbildung L(x, y) = 〈(x, y), (0, 0)〉 = 0. Dann gilt

|f((0, 0) + h)− f(0, 0)− L(h)|
‖h‖2

=

∣∣∣∣ h3
1

h2
1 + h2

2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣h3
1

h2
1

∣∣∣∣ = |h1| → 0

für h = (h1, h2) → 0 (Ohne Einschränkung sei wieder h1 6= 0). Also ist f

total differenzierbar.

e) f ist stetig in (0, 0), denn für jede Folge (xn, yn) → 0 gilt

|f(xn, yn)− f(0, 0)| =
∣∣∣(x2

n + y2
n) · sin((x2

n + y2
n)−

1
2 )

∣∣∣ ≤ x2
n + y2

n → 0

für n → ∞ wegen | sin x| ≤ 1 für alle x ∈ R. Weiterhin ist f in (0, 0)

partiell differenzierbar mit

∂

∂x
f(0, 0) = lim

h→0

f((0, 0) + (h, 0))− f(0, 0)

h
= lim

h→0

f(h, 0)

h

= lim
h→0

h2 · sin 1
|h|

h
= lim

h→0
h · sin 1

|h|
= 0,

∂

∂y
f(0, 0) = 0.

Die partielle Ableitung nach x in (x, y) 6= (0, 0) lautet

∂

∂x
f(x, y) = 2x sin((x2 + y2)−

1
2 )− x(x2 + y2)−

1
2 cos((x2 + y2)−

1
2 ).

Für die Folge (xn, yn) = (0, 1
2πn

) gilt (xn, yn) → 0, jedoch

∂

∂x
f(xn, yn) =

1

πn
sin(2πn)− cos(2πn) = −1,

konvergiert also nicht gegen ∂
∂x

f(0, 0) = 0, d.h. die partiellen Ableitungen

sind nicht stetig. Damit ist die Frage, ob f total differenzierbar ist, im Mo-

ment noch unbeantwortet. Wir zeigen, daß f in (0, 0) total differenzierbar



ist. Es sei L : R2 → R die lineare Abbildung L(x, y) = 〈(x, y), (0, 0)〉 = 0.

Dann gilt wegen | sin x| ≤ 1 für alle x ∈ R die Konvergenz∣∣∣∣f((0, 0) + h)− f(0, 0)− L(h)

‖h‖2

∣∣∣∣ =
h2

1 + h2
2√

h2
1 + h2

2

∣∣∣sin((x2
n + y2

n)−
1
2 )

∣∣∣
≤

√
h2

1 + h2
2 → 0

für h = (h1, h2) → 0, wobei ‖ · ‖2 wie gewohnt die euklidische Norm im

R2 bezeichnet. Also ist f total differenzierbar.

6. Wir können f · g : Ω → R wie folgt als Komposition darstellen:

f · g : Ω
(f,g)−→ R2 m−→ R

mit m(x, y) = xy. Die Jacobi-Matrizen von (f, g) und m sind

D(f, g)(a) =

(
Df(a)

Dg(a)

)
und Dm(x, y) = (y, x).

Mit der Kettenregel folgt die totale Differenzierbarkeit von f ·g im Punkte

a mit

D(f · g)(a) = Dm(f(a), g(a)) ·D(f, g)(a)

= (g(a), f(a)) ·
(

Df(a)

Dg(a)

)
= f(a) Dg(a) + g(a) Df(a).

b) Wir können B(f, g) : Ω → G wie folgt als Komposition darstellen:

B(f, g) : Ω
(f,g)−→ F × F

B−→ G.

Die Ableitungen von (f, g) und B sind

D(f, g)(a)(h) =

(
Df(a)(h)

Dg(a)(h)

)
DB(a1, a2)(h1, h2) = B(a1, h2) + B(h1, a2).

Mit der Kettenregel folgt die totale Differenzierbarkeit von B(f, g) in a

mit

DB(f, g)(a)(h) = DB(f(a), g(a)) ◦D(f, g)(a)(h)

= B(f(a), Dg(a)(h)) + B(Df(a)(h), g(a)).


