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Musterlosung zu Blatt 9, Aufgabe 2

I Aufgabenstellung

Es sei (ap)nen eine monoton fallende Folge reeller Zahlen, die gegen Null konvergiert.

(a) Zeigen Sie fiir alle z € C mit |z] <1 und alle n,m € N mit n <m

(1-2) Z apzk

k=n

< 2a,.

(b) Folgern Sie, dass > a,z" fiir alle z € C mit | 2| <1,z # 1 konvergiert.

II Beweisidee

»sWorum geht’s?*: Gegenstand der Beweise in dieser Aufgabe sind offenbar ganz allgemein
Potenzreihen, deren Koeffizientenfolge a,, eine bestimmte Bedingung erfiillt: Sie soll eine mo-
noton fallende Nullfolge (d.h. gegen 0 konvergente Folge) sein.

Fiir Folgen dieser Art soll in Aufgabenteil (a) eine Ungleichung beweisen werden, aus der
sich dann in Aufgabenteil (b) eine Abschitzung ergibt, mit der wiederum die Konvergenz der
Potenzreihe (mit einem Konvergenzradius von mindestens 1) {iber das Cauchy-Kriterium zu
zeigen ist.

»Wie mach’ ich das?: In Teilaufgabe (a) ist es wichtig, die Terme sauber abzuschitzen und
mit Begriffen wie Dreiecksungleichung oder Teleskopsumme umgehen zu kénnen:

e Fine Teleskopsumme ist eine Summe aus vielen Summanden, in welcher sich jedoch die
mittleren Summanden wegheben: Die Summe

m

Z (akfl - ak) = (an - an-i-l) + (an—I—l - an+2) + (an+2 - an+3) ..ot (am—l - am)
k=n+1
= Qnp — am

ist zum Beispiel eine Teleskopsumme.

Fiir die Aufgabe (b) ist es dagegen wichtig, die Kriterien fiir die Konvergenz komplexer Reihen
genau zu kennen. Da ware etwa das bereits erwahnte Cauchy-Kriterium:

e Eine Reihe > aj konvergiert genau dann, wenn es zu jedem beliebigen £ > 0 einen Index
no gibt, mit dem gilt:

m
> an
k=n

< e firalle n € N,,, und m € N mit m >n

Dieses Kriterium reicht aus, um die Konvergenz der Reihe ) 7 ja,2" fir z € Cmit | z| < 1,z # 1
zu beweisen.
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wWie komm’ ich drauf?*: FEs ist verstdandlich, dass manchmal Verwirrung wegen der vie-
len Kriterien herrscht, wenn gefordert ist, die Konvergenz einer Reihe zu zeigen; doch gerade
in diesem speziellen Fall ist es wichtig genau hinzusehen: Hier geht es um eine Reihe, deren
Teilsummen ;" apz" mit steigender unterer Grenze des Summationsindex n immer bes-
ser abgeschitzt werden konnen (weil a,, auf der rechten Seite des Ungleichheitszeichens mit
steigendem a,, immer kleiner wird). Eine solche Reihe ist ein typischer Fall fiir das Cauchy-

Kriterium.

III Losung

e Zunéchst wird der abzuschétzende Term mithilfe einer Verschiebung des Summationsin-
dex i (in der zweiten Summe) umgeformt:

m m m
(1 —Z)Zakzk Zakzk — 2z Zakzk

m m
DL SR
k=n k=n

m m—+1
= Zakzk— Z ap12"| =
k=n k=n+1

Durch Ausgliederung des ersten Summanden der ersten Summe und des letzten Sum-
manden der zweiten Summe erhélt man also mit der Dreiecksungleichung:

m m
a2 + E a2’ — g ap_12" — a2t
k=n+1 k=n+1

m
anz" + Z (arz" — ap_12") — apmz"Tt
k=n+1

m

Z (akzk - akflzk)

k=n-+1

IN

|an2"| + + | (=am) 2™ = ... (1)

Offensichtlich ist a,, > 0 fiir alle n € N, da fiir eine monoton fallende Folge mit Limes

a =0 gilt:
ap 2 Apt1 2 pt2 2 ... 2a=0

Und aufserdem:
ag—1—ar >0, weil a1 > ag

Also kann (?7) nun weiter abgeschétzt werden: (Man bedenke hierbei, dass |z| < 1 ist):

m
= ay| 2"+ Z 2K (ap — ap_1)| + am| 2™
k=n+1
m
< apl2|™+ Z | 2 (ag — ap_1)| +am| 2™
k=n+1

=[z|* (ak—1—ax)

m
< a1 Y 1P (e —ag) Fag 1™
k=n+1
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Diese Summe ist — wie bereits unter ,Beweisidee* erlautert — eine Teleskopsumme und
hat den Wert (a,, — a,,). Damit ergibt sich insgesamt folgende Abschitzung:

(1-2) Z arz*

k=n

m
< ap+ Z (akfl _ak)+am :an+(an_am)+am:2an
k=n+1

q.e.d.

e Durch eine leichte Umformung der Aussage aus Aufgabe (a) erhdlt man mit z # 1:

“ 2a
S aet| < 20
k=n ‘ N Z|
Weil a,, gegen 0 konvergiert und \13z| konstant ist, gibt es fiir jedes € > 0 einen Index
ng € N fiir den
2ay, .
— <& fur alle n > nyg
[1— 2|

ist. Mit diesem nq gilt aber auch fiir alle n € N,,; und m € N mit m > n:

m
S 0
k=n

womit das Cauchy-Kriterium fiir Reihen erfiillt wére. Die Reihe ) 7 a,,2" konvergiert

2a,

<
T [1—2|

<e,

also fiir alle komplexen z mit | z| < 1, z # 1 und fiir eine monoton fallende Nullfolge (ay,)
in jedem Fall.

IV  Variationen, Verallgemeinerungen, Abschwachungen

Da die Abschitzung zum Beweis des Cauchy-Kriteriums keineswegs optimal gewéhlt sein muss,
ist noch nicht bewiesen, dass 1 der maximale Konvergenzradius der untersuchten Potenzreihen
ist, bzw. ob sich nicht ein grofserer Konvergenzradius beweisen liefe. Um in diesem Sinne zu
ergénzen, reicht es aber aus, fiir Potenzreihen mit z € C, |z| > 1 geeignete Folgen a,, zu finden,
die alle Bedingungen erfiillen, fiir welche die zugehotrige Potenzreihe aber divergiert. Das soll
kurz gezeigt werden:

Sei zu jeder reellen Zahl grofer als 1 z (also z € RC C,z > 1 = % < 1) q eine reelle Zahl
im Bereich é < g < 1. Mit a, := ¢" ist dann eine Folge gefunden, die wegen ¢ < 1 monoton
fallend und Nullfolge ist. Zudem ist aber wegen

1
- <qg<lel<gez<e
z

die Potenzreihe > a,2" = > ¢"2" = > (qz)"™ eine geometrische Reihe mit einem Argument
qz > 1, also divergent.

Es kann damit allgemein kein Konvergenzradius grofer als 1 bewiesen werden.

Wenn dies also allgemein nicht gilt, jedoch zweifellos Potenzreihen mit einem Konvergenz-
radius grofer als 1 existieren, so wére zu ermitteln, wie diese Potenzreihen (vor allem: ihre
Koeffizientenfolgen a,) aussehen. Beispiele wiren Folgen a,, = ¢ mit ¢ < é, deren Potenzrei-
hen als geometrische Reihen mit gz < 1 sicher konvergierten. Aber allgemein?
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V Nutzen & Anwendungen

Das Interessante dieser Aufgabe ist, dass die Folge (a,) ,nur eine monoton fallende Nullfolge
sein muss, damit »  a,2" mit einem Konvergenzradius von p > 1 konvergiert. Der Radius auf
den ersten Blick komplizierter Potenzreihen kann so leicht abgeschétzt werden.

Als Beispiel betrachte man die Potenzreihe ) a, 2" mit der rekursiv definierten Folge

3+5 1+5
2 Ap — 2 )

An+41 = mit ag :=1

welche streng monoton fallend gegen 0 konvergiert (das kann mit der Musterlosung von Auf-
gabe 1c) von Blatt 11 nachgerechnet werden, oder als Analogie zu Aufgabe 1a) von Blatt 6
gesehen werden). Nach der Losung dieser Aufgabe steht sofort ohne weitere Rechnung fest,
dass der Konvergenzradius p > 1 ist.

Andere Beispiele wiren Potenzreihen wie die Exponentialreihe exp(z) = > 2 zn—", mit der
Folge streng monoton fallenden Nullfolge a,, = %; diese Reihe hat sogar einen Konvergenzra-
dius von p = oo.

Ludwig Straub und Johannes Flake - 13. Marz 2007
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