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Musterlosung zu Blatt 2, Aufgabe 1

I Aufgabenstellung

Die n — te harmonische Summe H,, ist fiir eine natiirliche Zahl n > 1 definiert durch:

n

H, =

7| =

k=1
a) Zeigen Sie: Fiir alle natiirlichen Zahlen m > 1 gilt:

Hom > 14 7.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle nattirlichen Zahlen n > 1 gilt:

n
ZHk =(n+1)H, —n
k=1

IT Beweisidee

wWorum geht’s?“:  Offensichtlich sollen einmal eine Ungleichung und einmal eine
Gleichung bewiesen werden. Beide beinhalten eine Partialsumme der unendlichen
harmonischen Reihe, fiir die keine explizite Darstellung angegeben werden kann.

»Wie mach’ ich das?*: a) Es bietet sich die vollstdndige Induktion an. Besonders wichtig
beim Abschétzen der einzelnen Terme ist, dass man immer in die gleiche Richtung abschétzt.
Dabei ist es nicht moglich eine Abschétzung in die eine Richtung mit einer in die andere
Richtung aufzuheben. Bei der harmonischen Reihe kann man z.B. das kleinste Folgeglied
verwenden und entsprechend mit der Anzahl der aufsummierten Folgeglieder multiplizieren.
Das Ergebnis wire ein kleinerer Wert, als der tatsdchliche Wert der Reihe.

Wéhrend man auch bei Teilaufgabe b) mit der vollstandigen Induktion (siehe Varianten)
argumentieren kann, soll hier lediglich durch Umsortierung der Summanden die Aussage
bewiesen werden. Dabei ist es wichtig darauf zu achten, dass keine Summanden verloren
gehen. Ebenfalls ist es hilfreich zielgerichtet so umzuformen, dass man das gewiinschte
Ergebnis erhilt, z.B. durch gleichzeitige Addition und Subtraktion einer Zahl bzw. Variablen.

III Losung
a) Diese Abschitzung lasst sich mit vollstdndiger Induktion nach m zeigen.

Induktionsanfang

Firm =1 ist

2
1
H2m2H2: E E:
k=1

_l’_

e

Induktionsvoraussetzung
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Fiir alle j < m, j € N sei die folgende Aussage wahr
Hy > 1+ %

Induktionsschritt

2m+1 2m+1

S N>

k=1 k=1 k=2m41
Die Summe wird also aufgespalten. Die Motivation dafiir ist die nun folgende Moglichkeit,

die Induktionsvoraussetzung zu verwenden.

am+l am+l
Hymir = Z+ > >1+—+ >
k=1 k=2m+1 k=2m41

Auch die zweite Summe lésst sich abschétzen. Sie beinhaltet genau
omtl _gm —9.9m _ 9m — 9™ Summanden. Der kleinste Summand ist sicherlich Qm%, da

das der Kehrwert der groften natiirlichen Zahl ist. Die Summe Zg:;n 41 ist dann, da jeder
Summand grofer oder gleich 2,,1% ist, nach unten abschétzbar mit

2m+1

1 1
m —
Z > 2 om+1 "~ 9

k=2m+1

Setzt man diese Ungleichung nun fiir Zzz;ln 11> S0 bekommt man den gesuchten
Induktionsschritt

2m+1 2m+1
m 1 m+1
H2m+1 Z+ Z >1+—+ Z 5 5—1+T:>H2m+1>1+m;_1
k=1 k=2m+41 k=2m41

(Méchte man diese Abschétzung nach unten durch eine auf [1, col-stetige Funktion

beschreiben, ist dies f(z) =1+ bgzx =1+ 21?nx2')

b) Zunéchst vertausche man die Summationsreihenfolge

In jeder Summen steckt ein Summand %, also n mal. Der Summand % taucht
dementsprechend in jeder Summe, aufter 231 17

sukszessive fort erhilt man

1 1 ~n—j+1
ZHk—;le Z Z n—1)§+...+1.gzg%
_,_/ M

1 auf, also (n — 1)—mal. Setzt man dies

n

Man kann schlieflich den Bruch in ein Summe zerlegen und erhélt die gewiinschte Aussage

n n . n .
;Hk;:"':zl%.—’_lZZ(n—’jl"Fl) Zn+1+21_ n+1) Z Y=
= p= =
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Variante: Alternativ lasst sich der Beweis von Teilaufgabe b) auch mit Induktion fiithren.

Induktionsanfang

Fir n =1 gilt

n 1
1 1
];Hk:;Hk:I:1:(1+1)I—1:(n—|—1)Hn—n

Induktionsvoraussetzung

Fiir alle 7 <n, 7 € N gelte

J
> Hy=(j+1)H;—j

k=1
Induktionsschritt
n+1 n n+1 n
SH= Y Ht ST He= Y ek oy = (s U s =
k=1 k=1 k=n+1 k=1
n+1 on +1

(n+2)Hn1 — (n+1)

Damit hat man ), _, Hy = (n + 1)H,, — n auch durch Induktion gezeigt.

IV Variationen, Verallgemeinerungen, Abschwachungen

Eine Verschirfung der Teilaufgabe a) ergibt sich zum Beispiel im Nachweis der folgenden
Ungleichung

In(l+n)<H,<1l+In(l+n)

Wie schon in der urspriinglichen Gleichung wird auch hier die harmonische Reihe durch eine
Logarithmusfunktion angenéhrt. Versténdlich wird diese Ungleichung, wenn wir die
Treppenfunktion f(x) = [—}E}, deren Integral dann gerade die harmonische Reihe ist,

betrachten. Entsprechend ist g(z) = 2 < f(), aber g(z) # f(z) und somit

n+1 1
/ —dzr < H,
1

x

) . _ 1 fir z <2 , ,
Ebenso folgt fiir ¢'(x) = { % fiir > 2 = ¢'(z) = f(z), aber ¢'(z) # f(z)

n+1 1
:>1+/ de > H,
2 rx—1

Fasst man zusammen und rechnet man die Integrale aus, so ergibt sich

z—1
Inn+1)—lnl<H,<1l4+lnn+1-1)—1In(2-1)
In(n+1) < H, <1+Inn<1+In(n+1)

n+11 41
/ —de <H, <1+ [, A5 dz
1 T
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Tatséchlich lasst sich die harmonische Reihe durch die Logarithmusfunktion fiir sehr grofe n
sehr gut approximieren. Dabei gilt

H,~Inn+~

Hierbei ist v eine Konstante, die Euler-Mascheroni-Konstante. Sie l&sst sich verschiedentlich
angeben, z.B.

v = —/ e ’lnz dr =~ 0,57722
0

1
v = lim (C(s) - —1> mit ¢(s) Riemannsche Zeta-Funktion.

S—)l
Interessant fiir den hier betrachteten Fall ist jedoch ausschlieflich, dass

lim (H, —Ilnn) =1+

n—oo

V Nutzen & Anwendungen

Die Aufgabe dient zur Erarbeitung des Verfahrens der vollstdndigen Induktion, ebenso wie
der Ubung im Umgang mit Ungleichungen und dem Summenzeichen. Sie zeigt aber auch,
dass eine Induktion nicht immer notwendig ist und oft andere Wege zur Verfiigung stehen, die
formal einfacher und auch wesentlich kiirzer sind. FEine Anwendung der harmonischen Reihe
ist z.B. als Minorante. Sie kann also zum Beweis der Divergenz einer Reihe genutzt werden.

Pascal Reisert, 13. Marz 2007
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